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Introduction 



Les variétés de Shimura les plus étudiées sont celles associées au groupe GL2, autrement 
dit les courbes modulaires. Si Y est une courbe modulaire, on obtient sa compactification de 
Baily-Borel j : Y — ► Y* en ajoutant un nombre fini de pointes (car GL2 est de rang semi- 
simple 1). Comme Y* est lisse, le complexe d'intersection associé à un système de coefficients 
T sur Y est j^J 7 . Il est possible dans ce cas de calculer la fonction L de j*jF, et il a été prouvé 
dans des travaux d'Eichler, Shimura, Deligne et Ihara (entre autres) qu'elle s'écrit comme un 
produit alterné de fonctions L de formes modulaires et de fonctions zêta. 

La fonction L est un produit de facteurs locaux L p , où p parcourt l'ensemble des nombres 
premiers, et ce sont les L p que l'on calcule. Le cas essentiel est celui où Y* et j^J 7 ont bonne 
réduction en p. Le facteur local L p ne dépend alors que des réductions modulo p de Y* et 
3*F ■ 

Pour calculer L p dans le cas des courbes modulaires, il existe deux méthodes : la méthode 
des congruences, qui ne se généralise pas en dimension supérieure, et la comparaison de 
la formule des traces d'Arthur-Selberg et de la formule des points fixes de Grothendieck- 
Lefschetz. C'est cette deuxième méthode que l'on cherche à généraliser. 

Pour une variété de Shimura générale M K (G, X), l'application de cette méthode est plus 
délicate. Un premier pas est le calcul de la trace d'une puissance du morphisme de Frobenius 
sur la cohomologie du complexe d'intersection de la compactification de Baily-Borel, ou, ce 
qui suffit grâce à la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz (cf SGA 4 1/2 Rapport), 
de la fonction trace de Frobenius de ce complexe. 

Brylinski et Labesse ([BL]) ont effectué ce calcul pour G = R e /qGIi2, avec E une extension 
totalement réelle de Q de degré supérieur ou égal à 2, et ils en ont déduit que la fonction L 
du complexe d'intersection était bien de la forme attendue. 

Pour G = GU(2, 1), le calcul a été fait par Kottwitz et Rapoport dans l'article [KR] du 
livre [LR] (dans ce cas, on peut aussi montrer que la fonction L à coefficients dans le complexe 
d'intersection est un produit alterné de fonctions L automorphes, voir l'article de Langlands 
et Ramanujan dans le même livre [LR]). Le cas général d'un groupe de rang 1 a été traité 
par Rapoport dans son article [R], paru dans le même livre. 

Dans cette thèse, nous traitons le cas des groupes unitaires sur Q de rang arbitraire, avec 
la restriction suivante : comme on ne dispose pas de compactifications toroïdales des modèles 
entiers, on doit exclure un ensemble fini de nombres premiers. 

Du point de vue topologique, le complexe d'intersection peut être calculé en utilisant la 
compactification de Borel-Serre réductive. Plus précisément, Goresky, Harder et MacPher- 
son construisent une famille de complexes pondérés sur la compactification de Borel-Serre 
réductive et montrent que le complexe d'intersection sur la compactification de Baily-Borel 
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est l'image directe de deux de ces complexes pondérés par le morphisme naturel de la com- 
pactification de Borel-Serre réductive sur la compactification de Baily-Borel (cf [GHM]). 

On peut définir en caractéristique finie des complexes pondérés analogues aux images di- 
rectes des complexes pondérés de Goresky, Harder et MacPherson. 

La méthode consiste à remplacer les troncatures par les poids pour les actions des tores 
centraux des groupes associés aux composantes de bord par les troncatures par les poids de 
l'endomorphisme de Frobenius sur les strates de bord. Les premiers, à notre connaissance, à 
utiliser ce type de méthode sont Looijenga et Rapoport dans [LR2]. 

Les deux points clé de notre méthode sont le théorème de Pink calculant les restrictions aux 
strates de la compactification de Baily-Borel du prolongement d'un système de coefficients 
sur la variété de Shimura (cf [P2]) et la formule suivante : Si j : U — ► X est l'inclusion d'un 
ouvert non vide dans un schéma X séparé de type fini sur un corps fini et K un faisceau 
pervers pur de poids a sur U, alors 

j\*K = W^aRj^K. 

Dans cette formule, w^ a est le tronqué pour la t-structure ( w D^ a (X) , w D >a (X)) , où w D^ a (X) 
(resp. w D >a {X)) est la sous-catégorie pleine de la catégorie des complexes mixtes sur X dont 
les objets sont les complexes qui ont tous leurs faisceaux de cohomologie perverse de poids 
^ a (resp. > a). Cette t-structure est assez inhabituelle; par exemple, elle est dégénérée et 
de coeur nul. 

Pour les variétés de Shimura M K (G, X) considérées dans cette thèse, le théorème de Pink 
s'écrit (cf le corollaire 2.2.2) 

i* Rj*F K V ~ F K 'RT{T e , RT(Lie(N), V)). 

j est l'inclusion de la variété de Shimura dans sa compactification de Baily-Borel M K (G, X)* , 

V est une représentation algébrique du groupe G, J- K V est le système de coefficients associé 
à V, i est l'inclusion d'une strate associée à un parabolique maximal P, N est le radical 
unipotent de P et est un sous-groupe arithmétique de la parte linéaire du quotient de Levi 
de P. 

On peut aussi appliquer ce théorème à des systèmes locaux sur les strates de bord de la 
compactification de Baily-Borel, ce qui permet, par exemple, si M2 C M\ C M K (G, X)* sont 
deux strates, de calculer la restriction à Mi de Ri^V^Rj^T^V ', où i\ est l'inclusion de M\ 
dans M K (G, X). 

Rappelons que les poids du faisceau lisse T K V sont déterminés par le caractère central de 

V (cf 3.4). 

On a vu ci-dessus qu'on disposait d'une formule pour calculer le prolongement intermédiaire. 
Supposons par exemple que le caractère central de V est trivial, donc que T K V est pur de 
poids 0, et notons d la dimension de M K (G,X). J^Vfti] est alors un faisceau pervers pur 
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de poids d sur M K (G,X), et le complexe d'intersection ICy à coefficients dans V, égal par 
définition à (j!*(^ rK V r [(i]))[— d], est donné par la formule suivante : 

ICy = w <d Rj^ K V. 

Il s'agit ensuite de calculer le complexe w^ d Rj^{F K V . La t-structure ( w D^ d , w D >d ) sur la 
compactification de Baily-Borel s'obtient en recollant les t-structures analogues sur la variété 
de Shimura et les strates du bord. En utilisant cette remarque et le fait que les foncteurs 
de troncature et w >d sont triangulés, on obtient la formule suivante dans le groupe de 
Grothendieck (qui est un cas particulier du théorème 4.3.5) : 

[ICv] = [w^ d Rj^ K V] = Y, (-l) r [Rin r *w>di*n r ■ ■ ■ Ri ni *w >d i* ni Rj^ K V], 

l^.ni<---<n r ^n 

où ik est l'inclusion de la A;-ième strate dans M K (G, X)* (on a choisi un ordre total sur les 
strates tel que la dimension soit décroissante). 

On peut calculer explicitement les complexes qui apparaissent dans cette somme alternée 
grâce à des applications successives du théorème de Pink. On obtient finalement le théorème 
5.2.2 : 

\i*IC v ] = 

( E E [ Ind lZUr^ ard{S)RT (WuM, RT(Lie(N Su{r} ), Vh trMS ) 

\Sc{l,...,r-l} iels 

Les notations précises sont expliquées dans 5.2. Disons seulement que i est comme plus haut 
l'inclusion d'une strate de bord de la compactification de Baily-Borel, que les ti sont des entiers 
qui ne dépendent que des dimensions des différentes strates (on peut prendre par exemple 
U égal à l'opposé de la codimension de la i-ième strate), que S U {r} parcourt un système 
d'indices des sous-groupes paraboliques standard dont les strates de bord associées dans 
la compactification de Borel-Serre réductive s'envoient sur la strate de la compactification 
de Baily-Borel considérée, que, si Psu{r} es t le sous-groupe parabolique correspondant à 
SU{r}, alors N SU { r } est le radical unipotent de Psu{r} et les ^ Pigi su{r} son t des sous-groupes 
arithmétique de la partie linéaire du quotient de Levi P5u{r}/Nsu{ r } de Psu{r}> et enfin que 
RT(Lie(Nsu{r})-> V)^t r ,<t s ,seS est un tronqué pour les poids de certains tores centraux de 

P 5U{r}/ N 5U{r}- 

Passons en revue les différentes parties. 

Les trois premières parties contiennent essentiellement des rappels. 

Dans la partie 1, nous introduisons les groupes unitaires GXJ(p,q) que nous comptons 
étudier et leurs données de Shimura, puis nous rappelons la définition de l'ensemble des points 
complexes des variétés de Shimura associées et celle de l'ensemble des points complexes des 
compactifications de Baily-Borel. En suivant Pink ([P2] 3.7), nous définissons une stratifica- 
tion du bord des compactifications de Baily-Borel par des variétés de Shimura associées à des 
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groupes unitaires plus petits. Enfin, nous rappelons les théorèmes d'algébricité (sur C) pour 
les variétés ci-dessus et les théorèmes d'existence des modèles canoniques sur le corps reflex. 
Signalons aussi que la section 1.3 contient une liste des sous-groupes paraboliques standard 
de GU(p, q), et la section 1.5 un calcul de nature combinatoire sur la compactification de 
Baily-Borel, qui sert dans la section 5.2, et pour lequel nous n'avons pas trouvé de référence. 

La partie 2 présente la construction des systèmes de coefficients sur la variété de Shimura 
provenant de représentations du groupe. Nous rappelons d'abord la construction de ces 
systèmes de coefficients sur les points complexes, puis nous expliquons une méthode, due 
à Pink ([P2] 1), pour montrer que ces systèmes de coefficients proviennent de faisceaux étales 
sur les modèles canoniques. Ensuite, nous énonçons le théorème de Pink sur le prolongement 
de ces faisceaux étales à la compactification de Baily-Borel. 

La partie 3 est consacrée aux modèles entiers. Le but est de montrer que, quitte à inverser 
un ensemble fini de nombres premiers, la situation des deux premières parties sur le corps 
reflex s'étend à l'anneau des entiers de ce corps. Comme les variétés de Shimura considérées 
sont PEL, elles ont des modèles sur l'anneau des entiers du corps reflex où on a inversé le 
discriminant et certains nombres premiers qui dépendent du niveau. Une fois qu'on a ces 
modèles, la construction de Pink des systèmes de coefficients étales s'étend automatiquement 
(cf 3.3). En revanche, pour s'assurer que ces systèmes de coefficients sont bien mixtes (3.4), 
pour avoir une compactification de Baily-Borel avec des propriétés convenables (3.2) et pour 
que le théorème de Pink reste vrai (3.5), on doit inverser d'autres nombres premiers, sur 
lesquels on n'a que très peu d'informations. 

La partie 4 est indépendante des autres. Dans un premier temps, nous y étudions la t- 
structure ( w D^ a (X) , w D >a (X)) définie plus haut et y montrons la formule pour le prolonge- 
ment intermédiaire d'un faisceau pervers pur K de poids a sur un ouvert non vide j : U — > X. 
Dans un deuxième temps, nous considérons des t-structures sur un schéma stratifié X qui 
s'obtiennent en recollant des t-structures ( w LK a , w D >a ) sur les strates (avec un a' qui dépend 
de la strate). Grâce aux propriétés de ces t-structures, nous obtenons si l'ouvert U est réunion 
de strates une égalité entre les classes dans le groupe de Grothendieck d'un w^ a Rj*K et d'une 
somme alternée de tronqués par le poids qui se calculent sur les strates contenues dans X — U 
(théorème 4.3.5). 

Dans la partie 5, nous appliquons les résultats de la partie 4 aux variétés de Shimura. Dans 
5.1, nous définissons les complexes pondérés et montrons que deux de ces complexes sont 
isomorphes au complexe d'intersection. En particulier, à l'aide du théorème de Pink et du 
théorème 4.3.5, nous obtenons une formule explicite, dans le groupe de Grothendieck, pour 
la restriction à une strate de bord de la compactification de Baily-Borel du complexe d'inter- 
section (plus généralement, d'un complexe pondéré). Grâce à cette formule et à un résultat 
de Kottwitz ([K2]), nous calculons dans 5.3 la trace d'une puissance de l'endomorphisme de 
Frobenius sur la cohomologie d'intersection. 

C'est un plaisir de remercier G. Laumon, qui a passé beaucoup de temps à discuter avec 
moi, et les rapporteurs de cette thèse, M. Harris et R. Kottwitz, qui a corrigé ou simplifié les 
démonstrations de certains résultats de la partie 4. 
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1 Variétés de Shimura en caractéristique 



1.1 Quelques notations 

Soit G un groupe algébrique linéaire sur Q. On note S son centre déployé. On appelle espace 
symétrique de G un espace homogène X sous G(M) tel que pour un x G X, le stabilisateur 
de x dans G(M) soit de la forme A.Kqo, où A = S(M)° et Koo est un sous-groupe compact 
maximal de G (M) (cette propriété est alors vraie pour tout x G X). Si V est un sous-groupe 
arithmétique de G(Q), on dit que r \ X est un espace localement symétrique associé à G. 

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(Aj), on pose 

M K (G, X)(C) = G(Q) \ (X x G(A / )/K). 
Si (gi)i£i est un système de représentants du double quotient G(Q) \ G(A/)/K, on a 

M K (G,X)(C) = ]Jr î \A, 

où Tj = G(Q) PI giKg^ 1 est un sous-groupe arithmétique de G(Q), net si K est net. 

En particulier, si K est net, M K (G, X)(C) est une variété analytique réelle. 

Si K,K' sont deux sous-groupes ouverts compacts de G(Aj) et g £ G(Aj) est tel que 
K' C gKg^ 1 , on définit une application analytique finie étale 

T g : M K '(G,X)(C) — > M K (G,X)(C) 

par : pour tous x G X et h G G(A/), 

T g (G(Q).(x,hK')) = G(Q).(x,hgK). 

Si T, T' sont deux sous-groupes arithmétiques de G(Q) et 7 G G(Q) est tel que T' C jT^ -1 , 
on définit une application analytique finie étale 

r 7 : r' \ x — > r \ x 

par : pour tout x £ X, 

r 7 (r'.x) = r^" 1 ^. 
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1.2 Données de Shimura pour certains groupes unitaires 



Notation 1.2.1 Pour n G N*, on note 



\ 



1 / 



G GL n (Z) 



et 



Jn 



G GL n (Z). 



1 



On note S = Res£j^G m le tore de Serre. 

On fixe n G N*, p, q G N avec + = « et g. On note J P)9 ou simplement J la matrice 





J 



o v, 

Jn 



J<1 \ 



/ 



G GL n (Z). 



Soit E 1 = Q[iV3| (ci G N* sans facteur carré) une extension quadratique imaginaire de Q, 
dont l'automorphisme non trivial, qui est la conjugaison complexe, sera noté ; on fixe une 
fois pour toutes des injections BcQcCetQc Q p pour tout nombre premier p. On 
s'intéresse au groupe algébrique sur Q, G = GU(p, q), dont les points à valeurs dans une 
Q-algèbre A sont donnés par 

G(A) = {g€ GL n (E® Q A),g*Jg = c(g)J,c(g) G A x }, 

avec, si g G G~L n (E ®q A), g* = t g. Si q = 0, on note aussi GU(p) = GU(p, g). 
On a des morphismes de groupes algébriques sur Q : 



c : G 



w m et det : G — ► ResE/QG m . 



On utilisera aussi les groupes U(p, g) = Ker{c) et SU(p, g) = Ker(c) n Ker(det). 
Les groupes GU(p, g) et U(p, g) sont réductifs, et SU(p, q) est semi-simple. 

Fait 1.2.2 

(1) Le groupe G est connexe. Le Q-rang semi-simple et le H-rang semi-simple de G sont 
tous les deux égaux à q. 

(2) Si p > q, G (M) est connexe. Si p = q, G (M) a deux composantes connexes, G(IR) + = 
C - 1 (M +X ) et G(R)- = c- 1 (R- x ). 

^ Le groupe dérivé de G est G der = SU (p,q). Il est simplement connexe. 
(4) Le quotient G/G der est isomorphe au tore 

H = {(x, A), xx = X n } C Res E /QG m x G m . 
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Introduisons l'espace symétrique X de G. Pour cela, on a besoin d'un certain sous-groupe 
compact maximal de G (M), qu'il est plus facile d'écrire pour un sous-groupe de G(C) conjugué 
à G (M). Soit donc 



J 

et 



I P 
-I q 



G = GU(J) = {g G GL n (R), g* Jg = c(g)J,c(g) G M x }. 

Soit 



l/V2I q 
l/^2J g 




Alors u = u* = u 1 et et J = «Jm donc G (M) ~ G par 99 : 5 1 — ► ugu. 
On note Koo le sous-groupe compact maximal de G défini par 

Koo = U(p, 0)(R) x U(0, ç)(R) = | ^ ° ) , A G U(p)(R), 5 G U(g)(R) 

Koo = ^ _1 (Koo) est un sous-groupe compact maximal de G (M). Soient S = G m I n le centre 
déployé de G et A = S(R)° = {XI n , À G R +x }. On pose 

X = G(M)/AKoo et x = AK^ G X. 

Comme AKqo C G(R)°, on a ttq(X) = 7To(G(R)), c'est-à-dire que X est connexe si p > q 
et que, si p = q, X a deux composantes connexes (isomorphes) X + = G(IR) + /AK 00 et 
X~ = G(R)-/AKoo. 

On veut définir une application G(]R)-équivariante h : X — ► Hom(§, Gr). Comme G (M) 
agit transitivement sur X, il suffit de se donner ho = h(xo) : S — ► Gr tel que /io(S(M)) soit 
dans le centralisateur de AKqo. On prend 

Gr 

al q ibJ q 
z = a + ib 1 — ► l zlp-q 
ibJq a/g 



Si ho = </? o /iq, on a 



On suppose désormais que g ^ 1 ou q = et p = 1 (si p ^ 2, GU(p) ne peut pas être le 
groupe d'une donnée de Shimura, car il est de type compact modulo son centre). 

Fait 1.2.3 (G, X,h) est une donnée de Shimura pure (cf [PI] 2.1). 

Si K est un sous-groupe compact ouvert de G(Aj), l'ensemble des points complexes de la 
variété de Shimura associée est 

M K (G,X)(C) = G(Q) \ (X x G(A/)/K). 
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Proposition 1.2.4 ([PI] 3.3) M K (G,X)(C) a une structure canonique d'espace complexe 
normal. Si de plus K est net (cf [PI] 0.6), M K (G, X)(C) est une variété analytique complexe. 



1.3 Sous-groupes paraboliques de GXJ(p, q) 

On note Eij G M n (Z), 1 ^ i, j ^ n, les matrices élémentaires : pour tous k, l G {1, ... , n}, 
(Eij)ki = ôikSji. Un tore maximal de G = GU(p, g) est le tore T tel que 



, Ai, . . . , A n G E x , AiÀ r , 



/Ai \ 
'■. 

V o o A n y 

Le sous-tore déployé maximal S de T vérifie 



q A p+l 



Aç,+lAg + i 



ApAp G 



( A1 




















\ 


> 
































A, 



























Ip-q 













,A,Ai,...,A 9 GQ X > 


















































V o 

















Ar 1 


/ 


> 



Un parabolique minimal contenant S est le groupe P dont les Q-p oints sont 

,A,C€ B q (E),B G GL p ^(E) \ n GU(p, ç)(Q), 









* 




P(<Q 


,) = < 




B 


,•) 






IV 








où B 9 C GL g est le groupe des matrices triangulaires supérieures. 

On dit qu'un sous-groupe parabolique de G est standard s'il contient P. On sait qu'un 
sous-groupe parabolique de G est conjugué par G(Q) à un unique sous-groupe parabolique 
standard, donc il suffit de décrire les sous-groupes paraboliques standard. Il sont indexés par 
les sous-ensembles / C {1, ■■.,</} de la manière suivante. 

Soit / C {1, . . . , q}. On écrit 



1 ~{q} = {<7i> ■ •• ,91 + ■ 
et on note q r = q — (q± + • • • + q r -ij- On pose 



lr-1 



} 



/ -Re/qGL' 









GU(g r ,g r ) 













nGU(?,g). 



Re /qGL^ ) 
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En particulier, les sous-groupes paraboliques maximaux standard de GU(p, q) sont les 

Rrp/nGJjr * 



P r — P{ r } 








* * 
GXJ(p — r,q — r) * 

i?R/nGL r 



pour r G {1, . . . , q}. 



ncu( M ) 



1.4 Compactification de Baily-Borel 

1.4.1 Description 

Soit (G, X) la donnée de Shimura pure de la section 1.2. 

On obtient la compactification de Baily-Borel des M K (G, X)(C) en ajoutant à X des 
composantes rationnelles de bord, indexées par les sous-groupes paraboliques maximaux de 
G, pour former une compactification partielle X* , en étendant l'action de G(Q) à X* et en 
faisant le double quotient 

G(Q) \ (X* x G(A_f)/K). 

On suit ici [PI] chapitres 4 et 6 (dont les résultats reposent sur ceux de [AMRT]). 

Dans [PI] 4.6, Pink introduit pour chaque sous-groupe parabolique maximal (admissible, 
mais ici ils le sont tous, car G ad est simple) P de G un morphisme oj : Se — ► Pc (noté 
uj o hoc P ar Pink). 

La construction de ce morphisme repose sur celle du morphisme de Harish-Chandra 
U 1 x SL 2 (M) 9 — ► G ad (R) de [AMRT] th 2 (ii) p 177-178. Le lemme suivant résulte facilement 
de la définition de ce morphisme. 

Lemme 1.4.1.1 Le morphisme de Harish-Chandra est l'image du morphisme 
ip : U 1 x SL 2 (M) — > G (M) défini par 



( ai 



(p u, 



ai h 

ci d x 



a q b q 











ib n 



ibl \ 



u 



u 



— ICa 



V -ici 



di ) 



Pr, 1 «S r ^ 



Corollaire 1.4.1.2 Pour P 
Von notera u r , associe à (z, z') = 1 x + i y G S(C) = (C 



q, le morphisme §c — ► Pc de [PI] 4-6, que 



■ , avec x = (z + z')/2 et 
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y = (z — z')/2i, la matrice 





/ ZI r 





V o 








1 (g) Xl q -r 

+ y) Ip- q 

l g> yJ q -r 




où Z = 1 (g Re(zz') + i <8> Im(zz') . 



(10 1- Z) J r \ 
yjg_ r 




1 (g) X/g-r 









/ 



Définition 1.4.1.3 Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G, N son radical unipo- 
tent et L = P/N son quotient de Levi. La partie hermitienne L/j de L es£ /e centralisateur 
dans L du centre U de N (pour l'action de L sur U déduite de l'action par conjugaison de 
P sur NJ. // existe un unique sous-groupe ~Li de L, appelé partie linéaire de L, ie/ gue L/j 
commutent, que L = L ft L^ ef <?ue L h (R) n L^(E) sorf /ira (c/ [AMRTJ p 221-222). 

Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G et N son radical unipotent. Dans 
[PI] 4.7, Pink introduit le plus petit sous-groupe sous-groupe distingué Qc de Pc qui est 
défini sur Q et contient l'image de ui (Pink note ce sous-groupe Pi). Q contient N (d'après 
la preuve de [PI] 4.8), et Q/N est, à un facteur de type compact près et au centre près, la 
partie hermitienne de P/L (cf [AMRT] III.4.1). On peut sans rien changer agrandir le centre 
de Q/N (cf la remarque (ii) de [PI] 4.11). On utilisera donc la définition suivante de Q : 

Définition 1.4.1.4 Soit r G {1, . . . , q}. Si r < q on pose 



Qr 





* 


* 





D 


* 








Ir 



, D G GU(p - r, q - r), A = c{D) 



et, si r = q, 



\xi q 






AI 



p-q 




,A G E* 



Soit P un sous-groupe parabolique maximal de G. Il existe g G G(Q) et r E {1, ■ ■ ■ ,q} tels 
que P = gPj-g^ 1 . On pose alors Q = gQrg^ 1 (cette définition ne dépend pas de g, car Q r est 
distingué dans P r ). 

Soit r G {l,...,q}. On note N r le radical unipotent de P r (qui est aussi celui de Q r ) et 
U r le centre de N r . Construisons l'espace principal homogène sous Q r (M)U r (C) de [PI] 4.11. 
On considère l'application P r (R)-équivariante 



X 



P, 



n AKoo) — ► tt (X) x Hom(§ c , Qr,c) 
nAKoo) i — ► ([x],int(g) ooj r ) 



L'image de cette application est contenue dans une Q r (R)U r (C)-orbite (Q r (M)U r (C) agit 
sur tto(X) par 7To(Q r (IK)U r (C)) = 7To(Q r (M)) — > 7ro(P r (R))), qu'on note y r . On note h r : 
y r — > Hom(§ c , Q r ,c) la deuxième projection. 
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Proposition 1.4.1.5 ([PI] 4-11) (Q r ,}' n ^r) es * une donnée de Shimura mixte (cf [PI] 
2.1). 



(G r , X r ) = (Q r , y r )/N r (cf [PI] 2.9 pour la définition du quotient) est donc une donnée de 
Shimura pure. Si r < q, elle est isomorphe à la donnée de la section 1.2 pour G = GU(p — r,q — r). 
Si r = q, elle est isomorphe à la donnée de la section 1.2 pour G = GU(1) = RE/Q^m- 

Définition 1.4.1.6 Si 1 ^ r < q, on note G' r = G r . Pour r = q, on note 

r / \i q o o \ 

G' ç =< D \ ,De GU(p-q),\ = c(D) 

IV o /J 

On vozi G' ç comme un sous-groupe de P q /N q ; G q est alors le centre de G' q , et G' q /G q est 
de type compact. 

Si P est un sous-groupe parabolique maximal de G de radical unipotent N, il est conjugué 
à l'un des P r , donc on peut aussi lui associer une donnée de Shimura mixte (Cl, y) et une 
donnée de Shimura pure (Q,3^)/N. 

Définition 1.4.1.7 ([PI] 4-H) Une composante rationnelle de bord de (G, X) est une 

donnée de Shimura mixte (Q,y) associée à un sous-groupe parabolique maximal de G. 



Définition 1.4.1.8 On pose 

x* = xu ]J y/N, 
(Q,y) 

où la somme est sur l'ensemble des composantes rationnelles de bord de (G, X) et, si (Cl, y) 
est une telle composante, N est le radical unipotent de Q et (Q,y)/~N = (Q/N,3^/N). 
On munit X* de la topologie de Satake (cf [PI] 6.2). 



Remarque 1.4.1.9 Si (Q, y) et (Q', y') sont deux composantes de bord, et si on note Z et 
Z 1 les sous-ensembles correspondants de X* , il résulte immédiatement de la définition de la 
topologie dans [PI] 6.2 que Z' C Z si et seulement si Q' C Q. 



Définition 1.4.1.10 Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Aj). La compactification 
de Baily-Borel de M K (G,X)(C) est 

M K (G,X)*(C) = G(Q) \ (X* x G(A/)/K). 

Elle a naturellement une stratification par des espaces localement symétriques (isomorphes 
à des r \ X r , avec T un sous-groupe arithmétique de G r (Q)). 



Théorème 1.4.1.11 ([PI] 6.2, [BB] th 10. 4) Il existe une unique structure d'espace analy- 
tique complexe normal compact sur M K (G, X)*(C) dont la restriction à une strate isomorphe 
à T \ X r est la structure complexe induite par celle de X r . 
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De plus : 

Proposition 1.4.1.12 ([PI] 6.2) Soient K' , K des sous-groupes compacts ouverts de G(Af) 
et g £ G(Af) tels que K' C gKg^ 1 . Le morphisme 

T g : M K '(G,X)(C) — ► M K (G,X)(C) 
se prolonge par continuité en une application holomorphe finie 

M K '(G,X)*(C) — ► M K (G,X)*(C), 

qu'on notera T g . 



1.4.2 Stratification du bord 

Décrivons, en suivant [P2] 3.7, une stratification du bord de M K (G, X)*(C). 

Les (Q r ,y r ), 1 ^ r ^ Qi forment un ensemble de représentants des classes de G(Q)- 
conjugaison de composantes de bord de (G,X). Soient r G {1, . . . , q} et g G G(A/). Notons 
7T : P r — ► P r /N r = G r la projection, Kq = Q r (A/) HgKg~ l et Kg = tt(Kq). Le morphisme 
holomorphe v, 9 : M K °(G r , X r )(C) — ► M K (G, X)*(C) est défini par le diagramme suivant : 



G r (Q)\^ r x (G r (A/)/K G ) 

! 

Qr(Q)\* r X (Q r (A f )/K Q ) 



P r (Q)\X r x (P r (Q)Q r (A / )/K Q ) 



G 



\X*x(G(A f )/K) 



[(x,h)} 
[(x,h)} 
[(x, hg)} 



Notons H P = gKg- 1 nP r (Q)Q r (A/) et H £ = gKg' 1 n Cent- Pr ^(X r )'N(Af). On fait agir 
Hp sur M K ° (G r ,X r )(C) par multiplication à droite sur le deuxième facteur dans la troisième 
ligne du diagramme ci-dessus. Les sous-groupes Kq et H^ de Hp agissent trivialement. Comme 
Hp/KqH^ est fini, i r ^ est fini sur son image. 

Lemme 1.4.2.1 ([P2] (3.7)) 

(i) i r>g induit une immersion localement fermée M K ° (G r , X r )(C) /Hp — ► M K (G,X)*(C). 

(ii) SiK est net, le groupe fini Hp/KqH^ agit librement sur M Ka (G r , X r )(C). 

Remarque 1.4.2.2 Si K est net, Hp/Kq est un sous-groupe arithmétique net de (P r /Qr)(Q)- 
Or, si r = 1, tous les sous-groupes arithmétiques de (P r /Qr)(Q) son t finis ; donc dans ce cas 
on a Kq = Hp, et le morphisme i r ^ g est une immersion localement fermée. 
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Les images des morphismes i Tjg forment une partition du bord de M K (G, X)*(C), et les 
images de i rt9 et i r>g r sont les mêmes si et seulement si P r (Q)Q r (Aj)gK = P r (Q)Q r (Aj)(/K. 

On a donc obtenu une stratification du bord de la compactiflcation de Baily-Borel par des 
quotients de variétés de Shimura par des groupes finis. 

On peut réécrire d'une manière un peu plus simple les définitions de Hp et H|. On pose, 
pour 1 ^ r ^ q — 1, 

/ * \ 

I^,r = L^ r = I I n -2r I 

V o o * / 

et 

/ * \ 
Lj j? = I n - 2q 

\ * / 

/ * \ 

L e>q = SU(p-g) 

\ * / 

(les blocs diagonaux sont carrés de tailles r,n — 2r, r resp. q,n — 2q, q). Le groupe L' e r est, au 
centre près, la partie linéaire de L r (cf la définition 1.4.1.3). 

L r est produit direct de L' ir et de G' r , et produit quasi-direct de L^ r et de G r . Si 1 ^ 
r ^ q — 1, on a L^ r = L^ r et de G r = G' r , et L r est simplement produit direct de ces deux 
sous-groupes. 

Lemme 1.4.2.3 Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G et g £ G(Af). P est 
conjugué à un unique P r . On note N le radical unipotent de P, L = P/N le quotient de 
Levi, Q Ze sous-groupe distingué défini par Pink (cf plus haut), L^,L^ les sous-groupes de L 
obtenus à partir de L^ r ,L^ r par conjugaison, Z la composante de bord de X* associée à P, 

H P = 5 K 5 - 1 nP(Q)Q(A / ) 
= gKg- 1 n Cent m) (Z)N(A f ). 

Alors, si K esi nei, 

H P = ^K^ 1 n L^(Q)Q(A / ) = gKg- 1 n L,(Q)Q(A / ) ; 
H, = ^K^ 1 n LJ(Q)N(A/) = ^K^ 1 n L,(Q)N(A / ). 

Démonstration. On se ramène par conjugaison au cas où P = P r . Supposons d'abord 
r < q. Alors P r (Q) = L^ r (Q)Q r (Q) et Q r (Q) C Q r (A/), d'où (i) (on n'utilise pas dans 
ce cas la netteté de K). Prouvons (ii). L'image de EL; par la projection P r (Q)Q r (A/) — ► 
Pr(Q)Qr(A/)/L^ r (Q)N r (Aj) ~ G r (Af) est un sous-groupe compact (pour la topologie in- 
duite par G r (Af)) de G r (Q), dont les éléments sont nets et agissent trivialement sur X r , donc 
c'est un sous-groupe du centre de G r (Q) ; comme le centre de G r est une extension d'un tore 
déployé par un tore de type compact, ce sous- groupe est trivial. 
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Traitons le cas r = q, et montrons les premières égalité de (i) et (ii). G' q est isomorphe à 
GU(p — q), et Jj q ~ G' q x . De plus, G q est le centre de G^. L'image de Hp par la projec- 
tion P q (A f ) — ► (P 9 /L^Q g )(A / ) ~ (G' Ç /G 9 )(A / ) est un sous-groupe net de (G,/G' 5 )(Q) ; 
comme (G q /G' q )(R) est compact, cette image est triviale, d'où (i). Pour (ii), on remarque que 
C 'entp q (Q)(X q ) = Pç(Q), donc l'image de fLj dans G' q (Af) est un sous-groupe arithmétique 
net de G' q (Q), forcément trivial puisque G' q ~ GU(p — q). Enfin, on peut remplacer (Q) 
par L£ i9 (Q) dans (i) et (ii) car L^ )Ç = ~L' lq x SU(p — q) (et K est net). 

□ 

Enfin, on a : 

Proposition 1.4.2.4 ([PI] 7.6) Le morphisme i r , g : M K ° (G r , X r )(C) — ► M K (G,X)*(C) 
se prolonge en un morphisme fini holomorphe 

î^~ g : M KG (G r ,X r )*{C) — > M K {G,X)*(C), 

dont l'image est l'adhérence de l'image de i r>5 . 

1.4.3 Algébricité 

On donne ici des résultats d'algébricité (sur C) pour les variétés de Shimura et les com- 
pactifications de Baily-Borel. 

Théorème 1.4.3.1 ([BBJ th. 10.11, cf aussi [PI] 8.2) Soient (G, X) une donnée de Shimura 
pure, et K un sous-groupe compact ouvert net de G(Aj). Alors M K (G, X)*(C) est l'ensem- 
ble des points complexes d'une variété algébrique complexe projective normale, qu'on notera 
M K (G, X)ç. De plus, les morphismes T g du paragraphe précédent sont algébriques. 

Corollaire 1.4.3.2 ([PI] 9.24) Avec les même hypothèses, M K (G, X)(C) est l'ensemble des 
points sur C d'une variété algébrique complexe quasi-projective lisse, notée M K (G, X)c, et 
les morphismes T g définis plus haut sont algébriques, ainsi que l'immersion ouverte 

M K (G,X)(C) — > M K (G,X)*(C). 

La limite projective M(G, X)c des M K (G,X)c est un schéma séparé quasi-compact sur 
C, sur lequel G(Af) agit continûment (à droite), et on a pour tout K 

M K (G,X) C = M(G,X) C /K. 

Et enfin : 

Proposition 1.4.3.3 La stratification de M K (G,X)*(C) définie plus haut est algébrique, 
c'est-à-dire que les morphismes i r>g sont algébriques (ce qui implique que les morphismes i r ^ g 
le sont aussi). 
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1.5 Combinatoire des strates de la compactification de Baily-Borel 

Les résultats de ce paragraphe serviront dans la section 5.2. 

Soit K C G(Âf) un sous-groupe ouvert compact net. Pour tout l C {1, . . . ,q} non vide, 
soit 

p/=n p - 

iei 

et 

N I = l[N l 

iei 

le radical unipotent de Pj. Les Pj sont les sous-groupes paraboliques standard de G. Si 
r = max(I), on a Q r C P/ C P r , donc P//N r est produit quasi-direct de G r et Pgj, avec 
Pej un sous-groupe parabolique de L^ r . Si r < q, G r = G' r , et P//N r est produit direct de 
G r et P^j ; on note P' e j = P^j. Si r = q, G q est le centre de G' q ~ GU(p — q). Pj/N q s'écrit 
P' e I x G' q , avec P' e j un sous-groupe parabolique de L^ , et on a P^j =P^x SU(p — q). 
Pour tous g G G(Ay), r G {1, . . . , q} et I C {1, . . . , q} non vide, on note 

K 3 , r = (^K^ 1 n Q r (Af))/(gKg~ 1 n N r (A/)) 

H 9 ,/ = n P / (Q)Q ma:r(J) (A / ) = ^K^ 1 n Pj, J (Q)Q maa; (j)(A / ) 

K 3 ,/ = (^K^ 1 riP I (q)Q max(I) (A f ))/(gKg- 1 nPy(Q)N mai(/) (A / )). 

Si r = max(I), K g>r C K 9i / s'identifient à des sous-groupes compacts ouverts nets de G r (Aj). 

Pour tous 5 G G(A/) et r G {1, . . . , g}, on a défini dans 1.4.2 un morphisme holomorphe 
fini sur son image i : M Kg ' r (G r , X r )(C) — ► M K (G, X)* (C). L'image de ce morphisme est 
un sous-espace localement fermé de M K (G, X)*(C), qui s'identifie à M K «M (G r , Af r )(C). 
De plus, M K ^(G r ,-Y r )(C) et M K ^(G r , Af r )(C) ont la même image dans M K (G, X)* si et 
seulement si P r (Q)Q r (A / )giK = P r (Q)Q r (A/)/iK. Si / C {1, . . . , q} et r = max(I), on a 
aussi un morphisme holomorphe fini sur son image M K 9> 7 (G r , X r )(C) — ► M K (G, X)*(C), 
le composé du revêtement étale fini T x : M K ^' (G r , X r )(C) — ► M K s.M (G r , <%V)(C) et de 
l'immersion localement fermée M K f-M (G r , Af r )(C) — ► M K (G, Af)*(C). Tous ces morphismes 
se prolongent aux compactifications de Baily-Borel, et ces prolongements sont des morphismes 
finis. 

Notation 1.5.1 Soient g, h G G(Af) et I C J C {l,...,q} non vides tels que max(I) = 
max(J) = r. Si a G L^ r (Q)Q r (Aj) est tel que H 9i j C aRhja -1 , alors la réduction modulo 
(P^ r N r )(Aj) de a, a G G r (Aj), vérifie K 9i j C aK^jcT 1 , donc on a un morphisme 

Ta: M K "' J (G r ,X r )(C) — > M Kh ''{G r ,X r )(C). 

On notera aussi T a ce morphisme. 
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On fixe a G G(Aj), le {1, . . . , q} non vide et s > r = max(I). On considère l'ensemble £ 
des diagrammes commutatifs Db,q,g,h,c 

M K ^,iu{s } ( Gg) ^ s )(c)^— M K 9- J (G r , * r )*(C) -^M K ^(G r , # r )(C) 

M K -M (G s , # a )(C) M K Mr> (G r , Xr)(C)<-+ M K (G, #)* 

avec b,g G G(A/), q,h £ P r (Q)Q r (A/) et c G P S (Q)Q S (A/) tels que 5 G 6<?K et /i# G caK. 
On munit «S de la relation d'équivalence suivante : T>b,q,g,h,c ~ Dy ,q', g ',h' ,c' si et seulement si 

(i) P r (Q)Q r (A / )6K = P r (Q)Q r (A / )fe'K ; 

(ii) P / (Q)Q r (A / ) 5 K = P / (Q)Q r (A / )</K; 

(iii) P IU{s} (®)Q s (A f )hgK = P IU{s} (Q)Q s (A f )hgK. 

La condition (i) signifie que M Kf >>M (G r , X r ) et M Kb '^ (G r , X r )(C) ont la même image dans 
M K (G, A?)*, la condition (ii), qui se réécrit 

P J (Q)Q r (A / )gH 6j{r} = P / (Q)Q r (A / )ç , H 6i{s} , 

implique que l'isomorphisme M K M r >(G r , X r )(C) ~ M K( >'.M (G r , <%V)(C) donné par (i) se 
relève (et se prolonge) en un isomorphisme T 7 : M K ».' (G r , Af r )*(C) M K »V(G r , # r )*(C), 
avec 7 G P/(Q)Q r (Aj), et la condition (iii) que, modulo cet isomorphisme, les images de 
M Kh 3^M(G s ,X s )(C) et M Kfe V,/u{ s }(G s , Af s )(C) sont les mêmes. Remarquons enfin que la 
condition (iii) implique les conditions (i) et (ii), et que, pour tout Db,q,g,h,c G «S, on a 

Db,q,g,h,c ~ -^ca,l,ca,l,c- 

Proposition 1.5.2 Considérons l'application <î> qui à un élément Db, q , g ,h,c G £ associe la 
classe de c G P s (Q)Q s (Aj) dans 

P/um(Q)Qs(A/) \ P s (Q)Q s (A / )/H aj{s} . 

Alors <£> passe au quotient par ~ et donne une bijection 

£/ P /U{S} (Q)Q S (A / ) \ P s (Q)Q s (A / )/H aj{s} . 



Démonstration. Soient D = Db t q, g ,h,c, D' = Dy ,q' ,g' ,h' ,d £ £• Supposons que D ~ D', et 
montrons que ®(D) = $(D'). Soient fc, k', l G K et 7 G P/ U ( s }(Q)Q s (Aj) tels que hg = cak, 
h' g' = c'ak' et 7/igZ = fo'g'- Alors 

c = hgk^a- 1 = j^h'g'l^k^a- 1 = ^ d ak' l'H' 1 a' 1 , 

avec 7" 1 G P /u{s} (Q)Q s (A / ) et ak'lk^a- 1 = p'-\p G (aKa' 1 n P S (Q)Q S (A/)) = H aj{s} , 
donc $(£>) = $(£>'). 
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Supposons maintenant que $(D) = $>(D'), et montrons que D ~ D'. Grâce au calcul 
qu'on vient de faire, on peut remplacer D et D' par des diagrammes équivalents. D'après la 
remarque qui précède l'énoncé de la proposition, on peut supposer que q = q' = h = h' = l, 
b = g = ca et b' = g' = c'a. $(£>) = $(£>') s'écrit 

P/uM(Q)Q s (A/)c(aKa- 1 n P S (Q)Q S (A / )) = P /u{s} (Q)Q s (A / )c / (aKa- 1 n P S (Q)Q S (A / )), 

et ceci implique évidemment que 

Piu{s}{®)Qs(Af)caK = P /u{s} (Q)Q s (A / )c'aK, 

c'est-à-dire que D ~ D'. 

Enfin, pour tout c G L^ S (Q)Q S (A / ), la classe de c dans P /u{s} (Q)Q s (A / )\P s (Q)Q,(A / )/H aj{s} 
est l'image par $ de -D C a,i,ca,i,c G , donc $ est surjective. 

□ 



1.6 Modèles canoniques 

On renvoie à [PI] chapitre 11 et à [D] pour la théorie générale des modèles canoniques. On 
s'intéressera ici à la donnée de Shimura (G, X) définie dans la section 1.2, c'est-à-dire que 
G = GU(p )? ). 

1.6.1 Variété de Shimura 

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A/). La théorie des modèles canoniques 
assure l'existence d'un modèle de M K (G, X)c sur un corps de nombres F appelé corps reflex 
de (G,X), c'est-à-dire d'une variété algébrique normale quasi-projective M K (G, X) sur F 
telle que M K (G, X) ®f C ~ M K (G, X)c (vérifiant aussi d'autres propriétés). De plus, tous 
les morphismes T g de la section 1.1 sont définis sur F. 

Corps reflex et loi de réciprocité 

Fait 1.6.1.1 ([Dl] 2.6, [PI] 11.1) Soit r : G mj c — ► §c ^ morphisme qui à z G C x associe 
(z, 1) = 1 <g> Z -^- + i ® G S(C) = (C%C) X . 

Le corps reflex de (G, X), qu'on notera F, est le corps de définition de la classe de conjugaison 
de 

hor : G mi c — ► Gc- 



Lemme 1.6.1.2 Le corps de reflex de (G, X) est E si p > q, Q si p = q. 
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Démonstration. On écrit comme avant E = Q[i^/d], avec d un entier positif sans facteur 
carré. On a, si z G C x , 



/ 1 ® 



/i r(z) 







V 



2-1 







1® 



G G(C). 



— J 9 / 



On cherche le plus petit sous-corps F de C tel que hor(Q x ) soit conjugué dans G(C) à un 
sous-groupe de G(Q) C GL n (E ®q Q). 

Déjà, on a /i r(Q x ) C GL n (E ® Q E), donc F C E. 
De plus, pour tout z G Q x , on a 



Tr(h r(z)) =n|l® + (P ~ ( iv ^ 1 



2iVdJ ' 



et (z — V)/2iy/d Q si z ^ 1, donc, si p > g, /io?"(Q x ) ne peut pas être conjugué dans 
G~L n (E ®q C) à un sous-groupe de GL n (E <g)Q Q), donc F / Q, et finalement F = E. 
Supposons maintenant p = q. On a 

, . . , Z + 1 r . /-; Z — 1 T 

nor(z) = 1 (g) — - — /„ + tvd <g> :r — F =J n . 



2iVd 



J n est conjugué dans GL„(C) à 



iJ 9 

-Zjg 



Comme le morphisme GU(p, ç)(C) — ► GL„(C), + F i — ► X + zyQy, induit 

un isomorphisme XJ(p,q)(C) — > GL n (C), il existe g G XJ(p,q)(C) tel que l'image de J" = 
g{i\fd®{l/i\/~d)J n )g~ l dans GL n (C) soit J' . De plus, on a c(J") = c(i v / d^(lAv / d)«/„) = -1. 
Soit 



J 





-1 (g) i J 



1 ® i Jg 





J'" G GU(p,g)(C), l'image de J'" dans GL n (C) est J', et 0(7'") = -1, donc J" = J 7 ". On a 
donc montré que pour tout z G C x , 



gh r(z)g~ 



1 



±±*I 1®^±J„ 



2 iç j. 2 «yg 



donc /ior(Q x ) est conjugué dans GU(p,g)(C) à un sous-groupe de GL ra (Q (8>q C), et le corps 
reflex est Q. □ 

Comme M K (G, X)(C) est l'ensemble des points complexes d'une variété définie sur F, le 
groupe Gal{F/F) agit sur 7To(M K (G, X){C)). On va calculer cette action. 
Soit H = G/G der . On note k : G — ► H la projection. 
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Proposition 1.6.1.3 ([D] 3.3.2) L'application, induite par k, 

7t (M k (G, *)(C)) — vr (H(Q) \ H(A)/k(K))/k(AK 0O ) 

est bijective. 

L'action de Gal{F/F) sur vr (H(Q) \ H(A)/k(K))/k(AK 00 ) se factorise par Gal{F ab /F) 
([D] 2.4). On identifie GalÇF / F) à 7ro(i ?x \ A£) par l'isomorphisme du corps de classes, 
avec la convention suivante ([PI] 11.3) : Si v est une place non archimédienne de F, w v est 
une uniformisante de F v et F' est une extension abélienne de F non ramifiée en v, alors le 
morphisme 

7T (F X \ A x ) -^U Gal(F ab /F) — ► Gal(F'/F) 
envoie la composante de l'idèle (. . . , 1, t*7„, 1, . . . ) sur le Frobenius arithmétique en v. 

Proposition 1.6.1.4 ([D] 2.4, 2.5, 2.6) L'action de Gal(F ab /F) ~ vr (F x \ A x ) sur 
7ro(H(Q) \ H(A)/k(K))/k(AKoo) provient d'un morphisme de groupes algébriques 

A : Resp/qGm — > H, 

appelé morphisme de réciprocité, et donné par la règle suivante : si r' : G mt p — > iïp est 
le morphisme nh^r (quitte à changer de point base, ce morphisme est défini sur F), X est le 
composé de 

Res F /Q(r') : Resp/qG m — ► Resp/QHp 

et de la norme de H 

Resp/QÎlF — > H. 

Lemme 1.6.1.5 On a 

H ~ {(x, A), xx = A™} C Res E / Q G m x G m , 

et 

X(z) = (z p z q ,zz). 

Corollaire 1.6.1.6 On note A' : Res E /^G m — ► G l'application qui envoie z sur 

zzL q \ 
zl p - q . 
I g ) 

Comme A = k\' , l'action de Gal{F ah / F) ~ 7r (F x \A x ) sur vr (M K (G, X){C)) est induite 
par l'action de Res E /QG m sur G donnée par la multiplication à gauche par A'. 
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Le système projectif 



On a dit que les T g étaient définis sur F. En particulier, pour K' C K, on a 

Ti : M K '(G, X) — ► M K (G, X). 

Le système projectif des M K (G, X) est donc défini sur F, et on note M(G, X) sa limite 
projective. C'est un F-schéma séparé quasi-compact, sur lequel G(Aj) agit continûment. 

Fait 1.6.1.7 ([P2] 3.4) S K' C K un sous-groupe ouvert distingué, alors 

7i : M K '{G,X) — ► M K (G, X) 

est un recouvrement étale galoisien fini de groupe K/K 7 . 
En conséquence, 

M(G, X) — ► M K (G, X) 
est un recouvrement étale galoisien profini de groupe K. 

1.6.2 Compactification de Baily-Borel 

Théorème 1.6.2.1 ([PI] 12.3, [P2] 3.7.2) 

(1) M K (G, X)ç a un modèle M K (G, X)* sur F, les T g sont définis sur ces modèles et on 
a la propriété suivante : 

(2) Soit (Q,3^) une composante rationnelle de bord de (G, X) et g G G(Aj). On note N 
le radical unipotent de Q, (G',Z) = (Q,^)/N, Kq = Q(Aj) n gKg~ l , Kg l'image de 
Kq dans G'(Af). Alors le corps reflex de (G',Z) est celui de (G,X), c'est-à-dire F, et 
le morphisme (fini sur son image) 

M Kg (G',Z)(C) — ► M K (G,X)*(C) 

de 1.4-2 vient d'un unique morphisme des modèles canoniques. 

Proposition 1.6.2.2 ([P2] 3.8) Soit K' C K un sous-groupe ouvert distingué. K agit à 
droite sur M K (G, X) (par les morphismes T g ), et le quotient est 

M K '(G,X)*/K = M K (G, X)* . 

Corollaire 1.6.2.3 On note M(G,X)* la limite projective surK des M K (G,X)* . Le mor- 
phisme 

M(G, X)* — > M(G,X)*/K ~ M K (G, X)* 
est un K -recouvrement (au sens de [P2] 1.7). La limite projective des morphismes 

M Kg (G',Z) — > M K (G, X)* 

23 



est une immersion (localement fermée) 

M(G',Z) — ► M(G,X)*. 
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2 Systèmes de coefficients et leurs 

prolongements à la compactification de 
Baily-Borel, d'après Pink 

2.1 Variété de Shimura 

2.1.1 Systèmes locaux sur C à coefficients dans 
Espaces localement symétriques 

Soient G un groupe algébrique linéaire sur Q et X un espace symétrique de G. On note 
comme avant S le centre déployé de G et A = S(M)°. 

Soit T un sous-groupe arithmétique net de G(Q). Pour tout T-module à gauche discret M, 
on pose 

F V {M) = r\ (M x X), 

où, si 7 G T et (m, x) G M x X, 

7. (m, x) = (7m, 7x). 

La flèche évidente T (M ) — > F \ X fait de T (M) un système local (de groupes abéliens) 
sur l'espace localement symétrique r \ X (qui est une variété analytique réelle). 

Il est clair que T T est un foncteur exact et fidèle de la catégorie Modr des T-modules à 
gauche dans celle des systèmes locaux sur r \ X. On notera donc son foncteur dérivé, 
défini sur D b (Modr). L'isomorphisme canonique H°(T \ X,J 7r (M)) = M r s'étend en un 
isomorphisme fonctoriel 

RT(T\X, )F r ~RT(T, ). 

Soient g G G(Q) et r,r' deux sous-groupes arithmétiques nets de G(Q) tels que T' C 
gTg~ l . On a défini dans I.I un morphisme analytique réel 

f T g :T'\X — > F\X 
\ T'x 1 — > Tg~ l x ' 

On note 9 le morphisme 7 1 — ► g~ Xr ^g de T' dans T. Le foncteur 6* : Modr — ► Modi» de 
restriction des scalaires via 6 est exact, et on note encore 6* le foncteur dérivé D b (Modr) — ► 
D b (Mod r/ ). 

Fait 2.1.1.1 
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(i) On a un isomorphisme canonique 

donné, pour un T-module M, par 

T'\(MxX) — ► (r \ (M x X)) x r \ x r' \ X 
(m, x) i — ► {m,g~ 1 x,x) 

(ii) Si M est un G(Q) -module et si F = F' (donc g normalise F) on a un isomorphisme 
de F -modules M —> 6* M, m i — > g~ l m, et le composé 

RF(F,M) = RF(F\X,F r (M)) ^ RF(F\X, T*F V {M)) ~ RF(F\X, F T {M)) ~ M\r,M) 
est l'endomorphisme de RF(F,M) provenant de Vendomorphisme 7 1 — ► 5~ 1 7<7 de T. 

Variétés de Shimura 

On fixe un nombre premier t. Supposons que (G, X) est une donnée de Shimura (pure 
ou mixte). Notons RepG(Q e ) 1 & catégorie des représentations algébriques de G(Q^) dans un 
Qf-espace vectoriel de dimension finie. 

Soit K un sous-groupe compact ouvert net de G(Aj). Si y G RePG(QA> on pose 

f*(y) = G(Q) \ V x X x (G(A / )/K), 

où G(Q) agit sur V x X x (G(A/)/K) de la manière suivante : si 7 G G(Q), v G V, x G X 
et g G G(A / ), 

j.(v,x,gK) = (j.v^.x^gK). 

J- K (V) est un système local de Q^-espaces vectoriels sur M K (G, X)(C). 

Comme plus haut, il est clair que J rK est un foncteur exact et fidèle sur Repc^y On 
notera de la même façon le foncteur dérivé. 

Soient g G G(Â/) et K' C gKg^ 1 un sous-groupe ouvert, et soit comme avant 

T g : M K '(G,X)(C) — ► M K {G,X){C) 
(x,hK') 1 — ► (x,hgK) 

Pour tout V G D b (RePG(Q e ))> on a un isomorphisme 

f k \v) ~t;f k {v), 

donné par 

G(Q)\Vx^x(G(A / )/K') — (G(Q)\y xXx (G(A / )/K)) x m k (g ^ )(c) M K '(G, X)(C) 
(v,( x ,hK')) (v,(x,hgK),(x,hK>)) 
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Remarque 2.1.1.2 On retrouve sur les composantes de M K (G,X)(C) les systèmes locaux 
définis plus haut : Fixons g G G(Af) et posons T = gKg^ 1 n G(Q). On a une immersion 
holomorphe 

i:T\X — ► M K (G,X)(C) 
Tx .— [(x,g)} 

dont l'image est une composante connexe de M K (G, X)(C), et qui est un isomorphisme sur 
son image. Pour tout V G D b (Rep G (Q e }), i*J rK (V) est canoniquement isomorphe à ,F r (M), 
où M est V, avec la structure de T-module donnée par l'inclusion T C G(Q) C G(Q^). 

2.1.2 Systèmes locaux sur C à coefficients dans Z e 

Soient (G,X) une donnée de Shimura, K un sous-groupe ouvert compact net de G(A/) 
et y G R e PG(Q e )- On voudrait associer à V un faisceau J 7K (V)(Zi) de Z^-modules sur 
M K (G, X)(C). On va rappeler la méthode de [Ln], p34. 

On fait agir G(Aj) sur V via la projection G(Aj) — ► G(Q^), et on choisit un Z^-réseau 
stable par K de V, qu'on note F(Z^). Soit 

£= II (9-VPe) xXx (ffK/K)). 

9 KeG(A f )/K 

On a une application continue surjective £ — ► X x (G(Aj)/K) qui envoie (g.v, x, gK) sur 
(x,gK). Cette application est G(Q)-équivariante, pour l'action suivante de G(Q) sur £ : 

7-{g-v,x,gK) = (75.w,7.x,(75)K). 

On pose 

F K (V)(Z e ) = G(Q)\£. 

F K {V){Z t ) — ► G(Q) \ * x (G(A/)/K) = M K (G,A')(C) est un faisceau en Z r modules 
localement libre, et on a 

T K (V)(Z t ) ® z < Q, = ^ K (F). 

De plus, la classe d'isomorphisme de T K {V){Z() est indépendante du choix de V(Zg). 
Si g G G(Aj) et K' C gKg^ 1 , on a comme avant un isomorphisme canonique 

Pour m G N*, on pose 

F K {v){z/n) = F K {v){z t ) ®i e z/rz. 

C'est un faisceau abélien de £ m -torsion sur M K (G, X)(C). Nous montrerons plus loin que ce 
faisceau provient d'un faisceau étale sur M K (G, X). 
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2.1.3 Rappels sur la construction de Pink 

On va introduire rapidement certains faisceaux étales, qui sont construits et étudiés dans 
les deux premières parties de [P2]. 

Rappel 2.1.3.1 ([P2J 1.1.2) Un groupe topologique T est dit de type pro-FPoo s'il existe 
une famille de sous-groupes ouverts distingués A de T telle que : 

- les A sont profinis ; 

- pour tout A, le groupe discret T/A est de type FP^ ; 

-T = limr/A. 

< ~Â~ 

Rappelons qu'un groupe discret T est dit de type FP^ si le Z[T]-module trivial Z a une 
résolution . . . — > L\ — > L$ — ► Z par des Z[T]-modules libres de type fini. 

Exemple 2.1.3.2 ([P2J 1.1.3) Soient G un groupe linéaire algébrique sur Q, T un sous- 
groupe arithmétique de G(Q) et K un sous-groupe compact de G(Af) normalisé par T. Alors 
T est de type FP^, K est profini (donc de type pro-FP^) et TK est de type pro-FP^. 

Notation 2.1.3.3 ([P2] 1.1,1.2) 

• Si T est un groupe topologique, on note Modr la catégorie abélienne des T-modules à 
gauches discrets sur lesquels l'action de T est continue (c'est-à-dire tels que le stabilisa- 
teur d'un point soit un sous-groupe ouvert de T). On note Mod' r la sous-catégorie pleine 
de Modr engendrée par les limites inductives de T-modules de type fini sur Z. 

• Tous les schémas et morphismes de schémas sont supposés quasi- séparés. Si X est un 
schéma, on note Étx la catégorie des faisceaux abéliens étales sur X. 

Lemme 2.1.3.4 ([P2] 1.2) Soient X un schéma, T un groupe de type pro-FP^ et T un 
faisceau étale de T-modules à gauche sur X. Pour tout sous-groupe A de T, on note le 
sous-faisceau de T (des A-invariants) défini par T A (U) = J 7 (t r ) A pour tout U — ► X étale. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) toutes les fibres de T sont dans Modr / 

(2) T = limJ 7 ^^, où A parcourt l'ensemble des sous-groupes ouverts distingués de T ; 

(3) (si X est quasi- compact) pour tout U — > X étale de présentation finie, !F{U) est dans 
Mod T - 

Notation 2.1.3.5 ([P2] 1.2) On note Étx,r la catégorie des faisceaux étales de T-modules 
à gauches sur X satisfaisant les conditions du lemme précédent. (Si X est le spectre d'un 
corps séparablement clos, on peut identifier Etx,r et Modr-) 

Définition 2.1.3.6 Soit X un schéma sur lequel un groupe discret T agit à droite fidèlement. 
On dit que l'action de T est propre s'il existe un recouvrement de X par des ouverts affines 
tel que pour tout ouvert U de ce recouvrement, 

card({-f G T, U.j D U ^ 0}) < oo. 
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Définition 2.1.3.7 ([P2] 1.7) Soit X un schéma muni d'une action à droite d'un groupe T 
de type pro-FP^. On suppose qu'il existe une famille de sous-groupes ouverts distingués A 
de Y telle que : 

- pour tout A, il existe un recouvrement ouvert affine de X dont chaque ouvert est invariant 
par A ; en particulier, le quotient catégorique X/A existe ; 

- X = limX/A ; 

- pour tout A, si A' est le noyau de l'action de T sur X/A, alors T / A' agit proprement 
sur X/A. 

Alors le quotient géométrique de X/T existe. On dit que X — > Y est un T-recouvrement. 

Notation 2.1.3.8 Si X est un schéma et A est un groupe abélien, on note A x ou simplement 
A le faisceau étale constant de fibre A sur X . 

Définition 2.1.3.9 ([P2] 1.8) Soit X — Y un T -recouvrement. Pour un sous-groupe ouvert 
distingué assez petit A de T , on a un diagramme commutatif de morphismes T-équivariants 

X X/A . 




Y 



Pour un tel A, le faisceau ifA*Zi sur Y est muni d'une action à gauche de T : 7 G T envoie 
une section s G tp&*Z(U) ~ Z^^a ( u )) sur la section 7. s qui à V dans ira(ip~^~ (U)) associe 
s(V.j). Les tpA*%i forment un système inductif de Éty,r, dont la limite est aussi dans Éty,r- 

On définit alors un fondeur 

( A r , v : Mod r — ► Ét Y ,r 

\ M 1 — ► M (g> lim</?A*^ ' 

où T agit sur les deux facteurs. Ce fondeur est exact et commute aux limites indudives. 

Lemme 2.1.3.10 ([P2] 1.8) On se place dans la situation de la définition ci-dessus. Soit M 
un objet de Mod^ ; on va décrire les fibres de Ar,^(M). Soient x un point géométrique de X, 
y l'image de x dans Y, Ti C T le stabilisateur de x. Le choix de x détermine une bijection 
T-équivariante (p^ 1 (x) ~ Ti \ F, d'où un isomorphisme de T-modules 

^r, v ( M )y - M ® Lno% 1 r L, 

où Y\ agit trivialement sur Z. 

Proposition 2.1.3.11 ([P2] 1.9.3) Soient X — ► Y un T -recouvrement et 1 — ► T' — > 
T — > T" — > 1 une suite exacte de groupes de type pro-FP^ tels que Y' agisse trivialement 
sur X . Alors on a un isomorphisme de fondeurs sur D + (Mod' r ) 

R{V, )o\ T „~\ T „ tlfi oR(r J , ). 
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Proposition-définition 2.1.3.12 ([P2] 1.10.1) Soit ip : X — > Y un recouvrement étale 
galoisien de groupe de Galois T. Alors Ar,^(M) est i?r(r, )-acyclique pour tout objet M de 
Mod' r . On obtient donc un fondeur exact 

( fi r , v : Mod' r — ► Ét x 

l M i — > r(r,Ar )V (M)) ' 

Pour tout U — > X étale de présentation finie, on a 

Mr>(M)([/) = lim{ S : M¥a( U )) — M ^ G G M<Pa(U)), *{V-l) = T^WY 

A 

Proposition 2.1.3.13 (7-Pâ/ 1.10. 4) Soient p : X — ► y comme avant, et M un objet de 
Mod' T . Soit yo = Spec(k) un point de Y, k une clôture séparable de k, y le point géométrique 
de Y correspondant, x un point géométrique de X au-dessus de y. Pour tout a G Gal(k/k), 
on note ip(cr) l'unique élément de T tel que a.x = x.ip(cr). Alors 

7p : GalÇê/k) — ► T 

est un morphisme continu, et la fibre de fir,tp(M) en y est isomorphe à M avec l'action de 
Gal(k/k) donnée par a. m = ip(cr).m. 

Proposition 2.1.3.14 Soient X un schéma muni d'une action à droite d'un groupe T de 
type pro-FPoo et T' un sous-groupe fermé de T. On note ip : X — > X /T = X, <p' : X — > 
X /T' = X' et f : X' — ► X les morphismes évidents. On a un morphisme canonique de 
fondeurs (provenant de morphismes de changement de base, cf [PI] 1.11.3) 

i?esp//*Ar lV p — ► Ar',<p'-Resp/. 

On suppose que le stabilisateur de tout point géométrique de X est inclus dans P. Alors : 

(i) Le morphisme canonique 

f*RF(T, )Ar> — ► /*MXr', )Re S r,\T, v = Rr(T\ )f*Res^Xv, v 
— ► RT(F', )\ r , j(p ,Res^, 

(cf [PI] 1.11.4) es t un isomorphisme de fondeurs sur D + (Mod' r ). 

(ii) Si de plus P est d'indice fini dans T, alors le morphisme canonique (déduit du mor- 
phisme de (i) par adjonction) 

RT(T, )\ T>v Ind£, — ► f*RT(T', )X T , tV , 

est un isomorphisme de fondeurs sur D + (Mod' r ,). 

Démonstration, (i) est [PI] 1.11.5. 

(ii) se prouve de la même façon. Soit x un point géométrique de X. Notons x le point 
géométrique de X image de x et F\ le stabilisateur de x dans T. On a T\ C P par hypothèse. 
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On fixe un système de représentants (<5j)j 6 j de V \ T. Soit M G Mod' r . D'après le lemme 
2.1.3.10, le choix de x et de (Si) détermine des isomorphismes 

(RT (r, \ v ^Ind^ l M)) x ~ Ind^M <g> Jnd^Z 

(i?/*i?r (r', à^m)^ ~ (i?r (r', a^m)))^ ^0m® ind r r % 

iei iei 

et le morphisme 

u : (i?r (r, \ riV in4,M)) x — (tf/^r (r', A r> ,M)) s 

correspond au composé du morphisme fonctoriel -Rr(r, ) — ► RT(T', )Res^, de [PI] 1.11.1 
et du morphisme 

v : Ind^M <g> lnd v v % — ► iGJ M <g> /nd^Z 
/®flf i — ► £ i6/ /(<*») ®S|r' 

où / G 7ndp,M est une fonction / : T — ► M et g G /ncif Z est une fonction T — ► Z. 

Comme tous les foncteurs considérés commutent aux limites inductives, on peut supposer 
M de type fini sur Z. Alors on a des isomorphismes canoniques (cf [PI] 1.10.2) 

Ind^M (g> Ind\ x % ~ Ind^Res^Jnd^M 

M Jnd^Z ~ Ind^Res^M 
iei iei 
et le morphisme v ci-dessus devient 

(/ : r ite^/nd^M) : 7 ' /(Y)(*i)). 

ie/ 

Comme dans la preuve de [PI] 1.11.5, on peut remplacer M par un complexe M' = 
IndF^A* . D'après [PI] 1.6.1, les composantes de Ind^ i Res^ i Ind^,M* sont RT(T, )-acycliques, 

et celles de Ind^j Res^M' sont RT(T', )-acycliques, donc le morphisme u devient dans ce 
cas 

(ind^Res^Ind^yA'Y — ► (ind^Res^Jnd^yA'Y — ► ^0 Ind^Res^'jnd^A* j . 
Or on a 

( J rn4 1 -Resf 1 /ndf 1} ^ # ) = (^Res^Ind^A^ 

(^Ind$[Res$[lnd\' l} A^J = ^0 Res^'jnd^A^j 

et u est induit par le morphisme 

Res^Ind^yA* — ► 0- eJ Res$[lnd^ y A* 

Ce dernier morphisme est clairement un isomorphisme. 

□ 
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2.1.4 Systèmes locaux étales sur les modèles canoniques 

Systèmes locaux provenant de représentations du groupe 

Revenons à la situation de 2.1.1. On fixe donc un nombre premier £, une donnée de Shimura 
(G,X), un sous-groupe compact ouvert K C G(Âj) et y G RePG(Q e )- Soit m G N*. On veut 
construire un faisceau étale sur M K (G, X) qui sur C redonne le faisceau J rK (V)(Zi/£ m 'Z) de 
2.1.2. Pour cela, on applique la construction de Pink au K-recouvrement 

ip : M(G, X) — ► M K (G, X). 

On fait agir K sur V(Qe) via 

K c G(Af) — G(Q e ). 

On choisit comme avant un Z^-réseau K-invariant V(Z^) de V. Alors V(Z/£ m Z) = V{7Li) <8>z £ 
7Lll m 7L = V (Zi) / £ m V (Zç) est dans Mod' K et on peut lui appliquer le foncteur /xk,^- 

Proposition 2.1.4.1 On a un isomorphisme canonique 

F K {v){z/rz) /x K)¥ ,^(z/£ m z)(c), 

où ^K,(/p^(^/^ m Z)(C) es£ Ze faisceau en groupes abéliens sur M K (G,X)(C) provenant du 
faisceau étale /j, Ktip V(Z/£ m Z) sur M K (G, X). 

Démonstration. ([Ln] p 38) 

Comme F(Z/£ m Z) est fini, il existe un sous-groupe ouvert distingué Ko de K qui agit 
trivialement sur V{Z/£ m Z). Si on note 990 la projection T x : M K °(G, X) — ► M K (G, X), on 

a 

À K ,^(Z/f™Z) = V{1/£ mr L) <g> c^Z 

et 

/i K , v ^(z/£ m z) = ( y(z/^z) 0y o ,z) K / K °, 

donc 

/iK )V ,t'(Z/£ m Z)(C) = (K/K ) \ V{Z/jTZ) x M Ko (G, ^)(C), 
où K/K agit sur V(Z/£ m Z) x M K °(G,X)(C) par 

fc.(v,x,#K ) = (AT 1 .t>,x,g/cK ). 

On pose 

£ = U (^(Z/f^Z) xA'x <?K/K). 

g K6G(A y )/K 

G(Q) agit sur 5 comme dans 2.1.2, et on a F K (V)(Z/ '£ m Z) = G(Q)\£. On considère l'appli- 
cation de £ dans /UK,<^(Z/£ m Z)(C), qui à (g.v,x,gK) associe (v,x, gKo). Cette application 
est bien définie, car, si on remplace g par gk avec k £ K, l'image de 

(g.v,x,gkK) = (gkk~ l .v, x, gkK) 
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qu'on obtient est encore 

{k~ l .v,x,gkK Q ) = (v,x,gK ). 
De plus, si 7 G G(Q), l'image de 

j.(g.v,x,gK) = (jg.v,j.x,(jg)K) 

est 

(v,j.x,jgK ) = (v,x,gK ), 
donc S — ► fi K , v V(Z/£ m Z)(C) donne 

$ : G(Q) \ S = F K (V)(Z/e m Z) — fi K , v V(Z/e m Z)(C), 

qui est l'isomorphisme cherché : 

• est un homéomorphisme local ; 

• $ est surjective ; 

• $ est injective : Soient (v,x, g), (v',x',g') G V(Z/£ m Z) x XxG(Af) tels que $(g.v , x, gK) = 
&(g'.v',x', g'K). Alors il existe 7 G G(Q) et k G K tels que x' = 7.x, 5' = jgk et 
7/ = k~ l .v, donc 

(g'.v',x',g'K) = (jg.v, 7.x, 75K) = x, gK). 

□ 

Notation 2.1.4.2 Le faisceau i-adique 

meN* 

sur M K (G, -Y) sera noté F K V dans la suite. 
Généralisation 

Dans la suite, on utilisera des faisceaux Sadiques sur certains quotients de variétés de 
Shimura par des groupes finis, qui proviennent de représentations d'un groupe plus grand que 
celui de la donnée. On se place dans la situation suivante : B est un groupe linéaire connexe 
sur Q, No est son radical unipotent, L = B/No, G et Ge sont deux sous-groupes fermés 
réductifs connexes de L commutant entre eux, d'intersection finie et vérifiant L = GGf. On 
note Qo l'image inverse GNo de G dans B. On considère une donnée de Shimura (G,X). 
On suppose que l'action de G(Q) sur X se prolonge en une action de L(Q) telle que G^(Q) 
agisse trivialement et on prolonge l'action à droite de G(Aj) sur M(G,X) à L(Q)Qo(Aj) en 
faisant agir trivialement G^(Q)No(A/). 

Enfin, soit K un sous-groupe ouvert compact net de B(Aj) ; on note H = KnB(Q)Qo(Aj), 
H f = Kn Cent Bm (X)N (A f ), K Q = K n Q (A/) CH,K« = Kn N (A/) C et K G = 
Kq/Kjv. Le morphisme quotient 

<p : M(G, X) — ► M(G,X)/R = M 
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est un revêtement étale profini de groupe H/H^, et H/FLjKq est fini, donc M est le quotient de 
la variété de Shimura M Kg (G, X) par un groupe fini. On sait qu'à tout H- module A G Mod'^ 
on peut associer un complexe de faisceaux étales sur M, 

On voudrait, à partir d'une représentation algébrique de B(Q^) dans un Q^-espace vectoriel 
de dimension finie (ou d'un complexe borné de telles représentations), sur laquelle B(Aj) et 
ses sous-groupes agissent comme d'habitude via le morphisme B(Âj) — ► B(Q^), construire 
un complexe borné de faisceaux f-adiques sur M. 

Lemme 2.1.4.3 ([P2J 5.2.2) Soient U un groupe algébrique unipotent connexe sur Q etKjj 
un sous-groupe ouvert compact de U. Alors, pour tout V G D b (Rep\j/QA), le morphisme de 
restriction 

RT cont (Ku, V) — RT(K V n U(Q), V) 

est un isomorphisme. 

Le lemme ci-dessous, qui est une version algébrique du théorème de van Est, est prouvé 
dans [GHM] 24. 

Lemme 2.1.4.4 Soient U un groupe algébrique unipotent connexe sur Q et Tu un sous- 
groupe arithmétique de U(Q). On note Modjj la catégorie des limites inductives de représentations 
algébriques rationnelles de dimension finie de U (ou, ce qui revient au même, de Lie(U)), et 
Au la Q-algèbre des polynômes à coefficients rationnels sur\J(Q), qui contient la sous-algèbre 
Q des constantes. Pour tout M, on définit une suite exacte 

— > M -^-> J°(M) ^ I\M) I 2 {M) . . . 

par : 

• u : M — ► J°(M) est l'injection évidente M ~ M (g> Q — > M ® A v = I°(M) ; 

• pour tout i G N, Uj+i : P(M) — ► P +1 (M) est le morphisme évident P(M) — ► 
Coker{ Ui ) — ► Coker{ Ui ) <g> A v = P +l {M). 

Alors : 

(i) Pour tout M G Mod\j, M (g) Au est un objet injectif de Mod\j et un objet acy clique 
pour le fondeur ( ) Vu (invariants par Tu). 

(ii) Pour tout M G Mod\j, le morphisme suivant est un isomorphisme : 

RT(LieÇU), M) = RT(U(Q),M) ~ J*(M) U(Q) — ► I'(M) ru ~ RT(Tu,M). 

Corollaire 2.1.4.5 Soit V G D l '{P e PB(Q e )) ■ Alors on a un isomorphisme canonique 

RT(R e , V) ~ i?r(H £ /Kjv, flr(Lie(N ), F)). 

Si 1/ G -D 6 (-RepB(Q < ))) -Rr(Lze(No), F) G D b (Rep-L^)) , donc le corollaire permet de se 
ramener au cas B = L. Traitons ce cas. 
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Comme K est net, = est net, et n G(Q) = {1} (car le stabilisateur dans G (M) 
d'un élément de X est compact modulo le centre de G(R)). s'injecte donc dans (L/G)(Q), 
et son image est un sous-groupe arithmétique. On a un autre sous-groupe arithmétique de 
(L/G)(Q), T' e = H/Kg, et s'identifie à un sous-groupe distingué de T' e (forcément d'indice 
fini). D'après [BS] 11.1, la compactification de Borel-Serre partielle d'un espace symétrique 
de L/G permet de construire une résolution bornée L, — ► Z du Z[r^]-module trivial Z 
par des Z[r^]-modules libres de type fini (les Lj sont donc aussi des Zfr^J-modules libres de 
type fini). On fait agir H sur les Lj via la projection H — ► T' t Si A est un H-module fini, 
alors Homi[^ e ](L,, A), où H/I^ agit par (hTe.f)(x) = hf(h~ 1 x), est un complexe borné de 
H/rVmodules finis qui représente l'objet RT(Te,A) de -D b (MoûÎH/r>)- 

Définition 2.1.4.6 Soit V G Repi,(<Q e )- On choisit un réseau K-invariant A C V. Alors le 
système projectif des /j,^/j- ejV ,(Homx[r e ](L 9 ,A/£ m A)),m G N*, avec les morphismes de tran- 
sition évidents, est un complexe borné de faisceaux t-adiques constructibles sur M . On note 
J rB / re RT(T£, V) l'objet correspondant de D b (M, Q^), dont la classe d'isomorphisme ne dépend 
pas du choix de A. Cette construction s'étend trivialement au cas où V est un complexe borné 
de représentations de L(Q^), et donne un fondeur triangulé 

^RT(T e , ) : D h (Rep um ) — D b (M, Q e ). 

Si on revient au cas général du début de ce paragraphe (L est le quotient de Levi d'un 
groupe connexe B ), on obtient un fondeur triangulé 

jrn/n eRr(Rh ):D b (Rep Bm ) — D b (M,Q e ) 

V i — ► ^ H / H ^r(Hf/Kjv,iîr(Lie(No),F)) ' 

Remarque 2.1.4.7 De même, si A est un Q^-espace vectoriel avec une action de H/H^ qui 
admet un Z^-réseau A invariant par H/H^, alors on lui associe le faisceau ^-adique lisse sur 
M 

T^A = (// H /H^(A/f n A)) meZ , 

dont la classe d'isomorphisme ne dépend pas du choix de A. 

Par exemple, dans le cas B = L, si V G Rep^rq^, on a pour tout i G Z un faisceau 
F^Œ^T^V), qui s'identifie à H i (J :U / re RT(Te, V)) (grâce à l'exactitude de MH/r^)- 

La notation J^l^ 1 qu'on vient d'introduire est une généralisation de la notation !F K du 
paragraphe précédent. 

2.2 Le théorème de Pink (prolongement des faisceaux sur la 
compactification de Baily-Borel) 

Soient G = GU(p, ç), (G, X) la donnée de Shimura pure définie dans la section 1.2. On 
va énoncer un résultat très légèrement plus général que celui de Pink (mais qui se prouve 
exactement de la même façon), en se plaçant dans la situation de la définition 2.1.4.6. 
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Soient donc B un groupe algébrique connexe sur Q, N son radical unipotent, L = B/N 
son quotient de Levi. On suppose que G s'identifie à un sous-groupe fermé de L, et qu'on a 
un sous-groupe réductif connexe Gf CL commutant avec G, d'intersection finie avec G, et 
tel que L = GG^. Enfin, on note Qo l'image réciproque de G dans B (donc G = Qo/No). 
Si G' est un sous-groupe de L, on notera souvent G'N son image réciproque dans B. On 
suppose qu'on peut prolonger l'action à droite de G(Aj) sur M(G,X) à B(Q)Qo(Aj) en 
faisant agir trivialement G^(Q)N (Ay). Soit K un sous- groupe compact ouvert net de B(Aj). 
On note H = K n B(Q)Q (Aj), H f = Kfl Cent- B ^(X)'N (Af), et <p le recouvrement étale 
M = M (G, X) — ► M = M(G,X)/B, qui est galoisien profini de groupe H/rLj. L'action 
de B(Q)Qo(Aj) s'étend évidemment à M(G,X)*, et on note j l'immersion ouverte M — ► 
M* = M(G, X)*/H. Dans [P2], Pink a calculé, pour un H-module de torsion M et dans le 
cas B = G, la restriction de Rj*RT(ïL, Ah,^M) aux strates de M*. Nous allons énoncer ce 
théorème dans le cas où B n'est plus forcément égal à G. 

Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G et (Q,!V) la composante de bord 
associée. On note comme avant N le radical unipotent de P, Lp = P/N le quotient de Levi, 
et (Gi, Xi) = (Q,y)/N. Soit g G B(Q)Q (A/). On pose 



K Q = (QN )(A / )n 5 K 5 - 1 

K N = (NN )(A f ) n gKg- 1 

K G = K Q /K N c Gi(A/) 

H P = gKg- 1 n < Sto6 B (Q)(^i)(QN )(A / ) = gKg- 1 n (G,P)(Q)(QN )(A / ) 

H P/ = gKg^ 1 n Cen* B (Q)(^i)(NNo)(A / ) = gKg- 1 n (G,L P/ )(Q)(NN )(A / ), 

où Lp^ est la partie linéaire de Lp. 
On a un diagramme commutatif : 



M = M(G,X) Ç - 



■ M* = M(G,xy 



J M(Gi,^i) = Mi 



fi 



M = M(G,#)/H<— : = M(G,X)* /ïï.^—>M{G l ,X 1 )/H. P = M x 

où (pi est un recouvrement étale galoisien profini de groupe Hp/Hp^. 

Soit TorModft la sous-catégorie pleine de Mod' u dont les objets sont les H- modules de 
torsion. On note encore Ah )¥ > la restriction de Ah i¥ > : Mod! n — ► ÉtM,u à TorMod^. 

Théorème 2.2.1 (cf [P2J 4.2.1) On note 9 : H P — ► H, h \ — ► g _1 hg, qui donne 6* : 
TorModn — ► TorModn p . 

On a un isomorphisme canonique de fondeurs D + (TorModu) — ► D + {ÉtMx) 



i*Rj*RF(K, )X H , V ^ Rr(R P , )x Hpm e*, 



ou, autrement dit, 



*Rj*/j, H / Het(p RT(ïÎ£, ) ~ fj, Hp / Hp( (fl Rr(ïlp te , )0*. 
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D+(TorMod u ) D + (TorMod Rp ) RT{Hp ' e ' > } D+(TorMod np/n 



MHp/Hp^-L 



D+(Ét M ) ^ D+{Ét M *) D+(Ét Ml ) 

Voyons ce que ce théorème donne pour les systèmes de coefficients définis plus haut. 

Corollaire 2.2.2 (cf [P2] 5.3.1) Soit V G D b (Rep B{Qe) ), sur lequel on fait comme d'habitude 
agir H via le morphisme H C B(Aj) — > B(Q^). On a construit plus haut (voir la définition 
2.1.4-6) un complexe de faisceaux i-adiques !F H / He RT(R£,V) G D b (M,Q^). De même, en util- 
isant cette fois l'inclusion G± C Lp, on peut associer à tout complexe V G D b (Rep(^p-^ ^Q ( ^) 
un complexe de faisceaux i-adiques jt h p/ h p,« RT(R p/ ,V') G D b (M 1 ,Q i ). 
On a des isomorphismes canoniques 

i*Rj^ u / Ui Rr(R e ,V) ~ F Kp / u r,Œr(llp te ,V) 

~ ^p/^RT(R p/ /K n ,RT(K n ,V)) 

~ ^" H ^/ H ^^i?r(Hp^/K JV , RT{Lie(NN ), V)). 



Le corollaire résulte du théorème ci-dessus, et des lemmes 2.1.4.3 et 2.1.4.4. 
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3 Modèles entiers 



Le but de cette partie est de trouver un ensemble fini de nombres premiers S tel que les 
variétés et les systèmes de coefficients sur le corps reflex F des parties 1 et 2 s'étendent 
(en gardant les mêmes propriétés) sur l'anneau (9f[1/£]. Pour la variété de Shimura elle- 
même, S est explicite et ne dépend que du discriminant de E et du niveau (voir la section 
3.1). Malheureusement, comme on ne dispose pas de compactifications toroïdales des modèles 
entiers, on doit dès que l'on veut travailler avec la compactification de Baily-Borel inverser 
un certain ensemble d'autres nombres premiers sur lequel on n'a aucune information (à part 
le fait qu'il est fini). 

3.1 Variété de Shimura 

(G, X) est toujours la donnée de Shimura définie dans la section 1.2, et on utilise les 
notations du chapitre 1. 

Les variétés de Shimura qu'on considère ici sont des variétés PEL, c'est-à-dire qu'elles 
s'interprètent comme des espaces de modules de variétés abéliennes avec des polarisations, 
des endomorphismes imposés et des structures de niveau. Cette description modulaire permet 
de construire des modèles des variétés de Shimura sur l'anneau des entiers de son corps reflex, 
où on a inversé certains nombres premiers. La référence qu'on utilisera ici est [K2]. 

3.1.1 Schémas abéliens et structures de niveau 

Commençons par mettre une structure entière sur le groupe G. Il en existe une évidente : 
si A est une Z-algèbre, on pose 

G(A) = {g G GL n (A ® z E ),g*J p>g g = \J p>g , A G A x }. 

On note D le discriminant de E = Q[y/—d] (donc D = —4d si d ^ 3 mod 4 et D = —d 
si d = 3 mod 4). On rappelle qu'on a noté F le corps reflex de (G, X) (F = E si p > q et 
F = Q si p = q). On pose a = \f^d si d / 3 mod 4 et a = (1 + y/^d)/2 si d = 3 mod 4; on 
a donc 

E = Z©Za = Z[q]. 

Soit V le .E-espace vectoriel E p+q , muni de la forme hermitienne J de matrice J p ^ q dans la 
base canonique. On a une forme alternée ip : V x V — > Q associée à J par la formule 

J(v, w) = ip(v, aw) — âip(v, w). 
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Un calcul simple donne 



j ^/mJ(i), w) si d / 3 mod 4 
w ) = | -^ImJ(v, w) sïd=3 mod 4 

En particulier, le O^-réseau A = O p ^ q de V est autodual pour ip. 
Notation 3.1.1.1 

(1) Si A et B sont deux schémas abéliens sur un schéma S, on note Homs(A, B) (ou 
Hom(A, B)) le groupe abélien des morphismes de A dans B. 

(2) Si A — > S est un schéma abélien, on note A — > S le schéma abélien dual. Si f : 
A — > B est un morphisme de schémas abéliens sur S, on note f : B — > A le morphisme 
dual. 

(3) Soient A — ► S un schéma abélien et A une polarisation de A. On définit une involution 
t\ de End(A), dite involution de Rosati associée à A : si f G End(A), t\(f) = A/A. 

A A 



A ~T A 

(4) Soit R un anneau commutatif. La catégorie des schémas abéliens sur S à R-polarisation 
près est la catégorie additive (et même R-linéaire) dont les objets sont les schémas 
abéliens sur S et où le groupe des morphismes de A dans B est Homs(A, B) R. 
Une R-isogénie de A dans B est un isomorphisme dans cette catégorie. Comme plus 
haut, une R-isogénie de A dans A donne une involution de Rosati sur End(A) ®i R. 

(5) Soit ir : A — > S un schéma abélien, n' : A — > S le schéma abélien dual et £ un 
nombre premier inversible sur S. On a une forme bilinéaire non dégénérée canonique 

R\Mi x i?VQ, — ► Q,(l) s- 



Si A : A — ► À est une Q-isogénie, elle induit un isomorphisme R^-ir^Qe — ► R 1 ^ 
d'où une forme alternée non dégénérée 

R\M x R^Qt — ► Qe(l)s, 
qu'on appellera accouplement de Weil associé à A. 

Notation 3.1.1.2 Pour tout nombre premier i, on note Â£ = A ®% et 

K 0/ = {g G G(Q £ ) tq g(A e ) = A e } = G(Z e ). 

Ko/ est un sous-groupe ouvert compact de G(Q^). 
Soit S un ensemble de nombres premiers. On note 

Z[l/E] = Z[l/£,£ G S] 
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Aj = 1? ®ï Q 

K?=n K o^ 

5z i? esi un anneau commutatif, on note 

R[l/X] = 12® z Z[l/£]. 

La définition des structures de niveau que nous donnons ici est directement inspirée de celle 
de [K2] 5. 

Définition 3.1.1.3 Soit A — > S un schéma abélien, avec S connexe, et S un ensemble 
de nombres premiers inversibles sur S. On se donne une Z[l /T,]-isogénie À : A — ► A et un 
morphisme d'anneaux i : — > End(A) ®i Z[l/£] qui envoie la conjugaison complexe 
sur l'involution de Rosati associée à À. Enfin, soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Af) 
de la forme K = K^Kq , avec Ks C G(Aj E ). 

Soit s un point géométrique de S. Une structure de niveau (K, S) sur (A, À, i) est une 
K-orbite 1) stable par tï\{S,s) d'isomorphismes E-linéaires rj : i/ 1 (A s ,Aj s ) — > V (8><q A/ s 
(avec l'action de E sur H l (A s , Aj E ) provenant de i) qui envoient l'accouplement de Weil 
associé à À sur un multiple (par un scalaire de Af^.) de la forme alternée ip. Cette notion est 
essentiellement indépendante du choix de s. 

Remarque 3.1.1.4 

(a) On parlera de structure de niveau K si la définition de S est claire. 

(b) Si K C Ko = n^K^ est un sous-groupe compact ouvert, il existe un £ fini qui vérifie 
la condition de la définition. 



3.1.2 Le problème de modules 

Définition 3.1.2.1 Soient S un ensemble de nombres premiers qui contient tous les fac- 
teurs premiers de D, etKc G(Af) un sous-groupe ouvert compact vérifiant la condition de 
la définition 3.1.1.3. On note M^(G,X) la catégorie fibrée en groupoïdes sur la catégorie 
5c/i/0i?[l/X] des C_f[1 /T,]-schémas localement noethériens suivante : pour tout 0p[l/£]- 
schéma localement noethérien S 
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(i) les objets de M.^(G, X)(S) sont les quadruplets (A,\,i,rj), où A — ► S est un schéma 
abélien, X est une polarisation de A qui est une Z[l/E] -isogenie, i : O^fl/S] — ► 
End(A)[l/T l ] est un morphisme d'anneaux qui envoie la conjugaison complexe sur l'in- 
volution de Rosati associée à X, et fj est la donnée d'une structure de niveau (K, S) 
au-dessus de chaque composante connexe de S, vérifiant la condition suivante (dite con- 
dition du déterminant) : 

det(X 1 + aX 2 ,Lie(A)*) = (A x + aX 2 ) p (X 1 + âX 2 ) q G r(S,O s )[X 1 ,X 2 ] 

(ii) les morphismes de (A,X,i,rj) dans (A 1 , X',i',r}') sont les Z[l/Ti\-isogénies A — > A' 
qui commutent à l'action de C>e[1/£], envoient X sur un multiple (par un scalaire de 
Z[1/£] X J de X' etfj surf]'. 

Remarque 3.1.2.2 

(a) Les schémas abéliens qui interviennent dans le problème de modules précédent sont 
forcément de dimension p + q (c'est une conséquence de la condition du déterminant ou 
de l'existence de la structure de niveau). 

(b) Mx(G,X) est un champ fppf. 

(c) Si S est un schéma sur CTpfl/E], le polynôme (X\ + aX 2 ) p (X\ + âX 2 ) q peut bien être 
vu comme un polynôme à coefficients dans T(S, Os), car, si p = q (le seul cas où F = Q), 
ce polynôme est à coefficients dans Z. 

Demander que (A, i) vérifie la condition du déterminant revient à demander que le Os- 
module localement libre Lie(A)* (g) Z[l/S], muni de l'action de Oe provenant de i, soit 
de type (p, q) au sens de [Be] 1.2. 

(d) Soit p un nombre premier qui ne divise pas D, K C G(Â/) un sous-groupe compact 
ouvert de la forme K = K p K p , avec K p C G(A^), et S l'ensemble des nombres premiers 
différents de p. Alors A4^(G, X) est le problème de modules de [K2] 5, excepté que 
Kottwitz impose aux schémas abéliens d'être projectifs (mais on peut tout de même 
utiliser les résultats de [K2] sur les points du problème de modules à valeurs dans un 
corps) et que nous avons remplacé H\ par H 1 et Lie(A) par Lie(A)*. 

Indiquons la correspondance entre les notations utilisées ici et celles de [K2] 5 : l'algèbre 
simple B de [K2] est le corps E, le Z( p )-ordre Ob est Oe <8>z ^(p)> l'involution * sur B est 
la conjugaison complexe, le f?-module V est aussi noté par V ici, la forme alternée (., .) 
sur V est ip, le réseau autodual Ao de Vq p est A p . Les symboles G et K p désignent les 
mêmes objets que dans [K2], et le h : C — > G (M) de [K2] est le prolongement évident 
du ho : C x — > G(R) de la partie I. Le corps reflex (noté E dans [K2]) est noté F ici. 
Enfin, la base (ai, . . . , a t ) du Z(p)-module Ob est ici (1, a). 

Lemme 3.1.2.3 Pour tout N £ W , notons 

K(N) = {g£ G(Af), (g - 1)(A ®% % c A^(A ®% Z)}. 

Soit (K, S) comme plus haut. S'il existe N ^ 3 tel que K C K(N), alors les objets de 
M^{G,X) n'ont pas d'automorphismes non triviaux. 
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Proposition 3.1.2.4 Soient Si C S 2 des ensembles de nombres premiers (contenant les fac- 
teurs premiers de D), et K C G(Aj) un sous-groupe ouvert compact qui s'écrit K = K^Kq 1 , 
avec Ks x C G(A/ Si ). On a un 1-morphisme évident de A4^ 2 (G, X) dans (G, X)\s c h/0 F [i/Y,2] ■' 
soit S un schéma localement noethérien sur Of[1/S 2 ] ;si (A,X,i,rj) est un objet de M% 2 (G,X)(S), 
on lui associe l'objet (A, A, i,f}') de M% (G, X)(S), où rf est obtenue en restreignant les rj G rj 
à //'i,U.A. /s;; ). 

Ce morphisme est un isomorphisme. 

Corollaire 3.1.2.5 Soit (K, S) comme dans la définition 3.1.2.1 et p S. (K est bien 
sûr de la forme K p K p , avec K p C G(A P ^).) Alors A4^(G, X)\Sch/0 F ®'Zi v ) es ^ canoniquement 
isomorphe au problème de modules de [K2] 5. 

Théorème 3.1.2.6 Avec les notations de la définition 3.1.2.1, M\^(G, X) est un champ de 
Deligne-Mumford connexe, lisse et de dimension relative pq sur 0p[l/S]. S'il existe N ^ 3 
tel que K C K(N), M%(G,X) est représentable par un espace algébrique. 

Théorème 3.1.2.7 Soient (K, S) comme dans la définition 3.1.2.1. Alors A4^(G, X)p est 
le modèle canonique de M K (G,X)(C), autrement dit, M%{G,X) F etM K (G,X) sont canon- 
iquement isomorphes. 

Démonstration. On applique [K2] 8, en remarquant que ker 1 (Q,G) = {1} ([Sh] 5.8). 

□ 

3.1.3 Changement de niveau 

Soient S un ensemble de nombres premiers contenant les facteurs premiers de D, g € 
G(Aj E ), Ks,K' s des sous-groupes compacts ouverts de G(Aj s ) tels que K' 2 C g^-T.9 1 - 
Notons K = K^Kq et K' = K' S K^ ; on a K' C gKg 1 . On définit un 1-morphisme 

T g :M$(G,X)^M%(G,X) 

de la manière suivante : Soit S un Oj?[l/S]-schéma localement noethérien, qu'on peut sup- 
poser connexe. Si (A, A, i,rj) est un objet de (G, X) (S), la K-orbite de rjg ne dépend pas 
du choix de rj G fj; on la note fj', et on pose T g (A, A, i,fj) = (A,\,i,fj'). 

Proposition 3.1.3.1 On garde les notations ci-dessus. T g est un morphisme fini étale, et sa 
restriction à la fibre générique est le morphisme T g entre les modèles canoniques de la section 
1.6. 

Si K' s C Ks est un sous-groupe ouvert distingué, on obtient une action de Ks/K' s = K/K' 
sur M^'(G, X), et le quotient de M^(G,X) par cette action est M^(G,X). En fait, Xi : 
(G, X) — > _M^(G, X) est un revêtement fini étale galoisien de groupe K/K'. 
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3.2 Compactification de Baily-Borel 



Le but de ce paragraphe est de montrer que, pour (K, S) comme plus haut, quitte à ajouter 
à S un nombre fini de nombres premiers, le modèle entier (G, X) de M K (G, X) s'étend en 
un "bon" modèle de la compactification de Baily-Borel M K (G, X)* . On veut en particulier 
que le modèle entier de la compactification ait une stratification dont les strates sont les 
modèles entiers des strates de M K (G, X)* . Pour que cela soit possible, on a besoin du lemme 
suivant. 

Lemme 3.2.1 Soit (K, S) comme plus haut, c'est-à-dire tel que K = K^Kq, avec Kq = 
G(Z S ) et K s C G(A /s ), et tel que £ contienne les diviseurs premiers du discriminant D de 
E. Soit P r , r G {1, . . . ,q} un sous-groupe parabolique maximal standard de G. On rappelle 
qu'on a défini dans 1.4-1 et 1.4-2 des sous-groupes distingués G r C G' r et \J ir C L^ r du 
quotient de Levi L r = P r /N r de P r tels que L r soit produit direct de G' r et \J t r et produit 
quasi-direct de G r et L^ r; que G r soit le centre de G' r , que \J lr = L^ r et G' r = G r si r / q 
et que li£ >q soit isomorphe àL^x SU(p — q). 

(i) Si r < q, on peut trouver un système de représentants du double quotient 
P r (Q)Q r (Aj) \ G(Aj)/K dans (L^ r N r )(Aj)G(Aj E ). Si r = q, on peut trouver un 
système de représentants du double quotient ci-dessus dans P r (Aj)G(A/ E ). 

(ii) Soit R un sous-groupe parabolique de P tel que Q r C R. On note le radical 
unipotent de R et R^ le sous-groupe parabolique de L^ r correspondant à R (H./N r est 
produit quasi-direct de Hg et G r ). Si g £ (L^ r N r )(Aj)G(A/ 2 ) ; et si Kg est l'un des 
sous-groupes ouverts compact de G r (Aj) ci-dessous 

(gKg- 1 n QriAf^/igKg- 1 n N r (A ; )) 

(gKg' 1 n R(Q)Q r (A / ))/( 5 K 5 - 1 n R,(Q)N r (A / )) 

(gKg' 1 n N R (Q)Q r (A f ))/(gKg- 1 n N R (Q)N r (A f )) 

alors Kq s'écrit Kg = Kc i sG r (Z E ), avec K^s C G r (Aj E ). 
Si r = q, cette propriété reste vraie pour g G P r (Aj)G(Ay s ). 

Démonstration. 

(i) Pour tout p g" S, on a la décomposition d'Iwasawa 

G(Q P ) = P r (Q P )K p . 

On en déduit que 

G(A^ = P r (A^)K?, 

donc qu'il existe un système de représentants dans P r (A/)G(A/ s ) du double quotient 
Pr(Q)Qr(A/) \ G(A/)/K. Si r < q, P r (A / ) = P^ r (A / )Q r (A / ), donc on peut prendre le 
système de représentants dans (P^ r N r )(Aj)G(Aj s ). 

(ii) Soit g G (L,, r N r )(A^)G(A /E ). 
Il suffit de montrer que 

K x = (gK^g' 1 n QriA^/igK^g- 1 n N r (A?)) 
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et 

K 2 = (gK^g- 1 n R(Q)Q r (Af)) / (gK$ g' 1 n R,(Q)N r (A^)) 

sont tous les deux égaux à G r (Z s ). Comme Ki C K 2 , on va montrer que G r (Z s ) C Ki 
et K 2 C G r (Z s ). 

Supposons d'abord que r < q. Alors il suffit de traiter le cas où g G (L£ jr N r )(Ay ). Notons 
7r la projection de P r (Aj) sur G r (Aj) ; alors 

Ki = Tr(gK^g- 1 nQ r (A^)) 

K 2 = 7r( 5 K^- 1 nR(Q)Q r (A^)). 

Soit h G G r {lP). Il existe h' G Q r (A^) flKj = Q r (Z s ) tel que vr(/i') = h. Alors 
fl^'S 1-1 G gKfig- 1 n Q r (A^), et nigh'g- 1 ) = h (car vr( 5 ) = 1). Donc G r (Z s ) C K x . 
Soit k G Kq tel que g/ccT 1 G gK^g' 1 n R(Q)Q r (A^). Alors /c G P r (A^) n K^ (car 
g G Pr(A^)), donc ir(k) = ^{gkg' 1 ) G G r (Z s ). Donc K 2 C G r (Z s ). 
Traitons enfin le cas r = q. On peut supposer que g G P g (Aj). Ki est le projeté sur 
Lg(Aj) de ^(K^ n Q Ç (A^))# _1 = pQ^ZE)^ -1 . Comme G q est central dans L ç , Ki 
contient G g (Z s ). D'autre part, on sait que L g = L' e x G' g . Notons 7r la projection de 
Pç sur G' q . On a 

K 2 = ( 5 K^- 1 nL^(Q)Q g (A^))/( 5 K^- 1 nL^(Q)N 9 (A^)) = ^( 5 K^- 1 nL^(Q)Q 9 (A^)). 

Soit /c G Kq tel que G ^K^" 1 nL^(Q)Q g (A^). Alors k G Pg(A^), et 7r(#% -1 ) = 

7r(g)Tr(k)7r(g)~ 1 = ir(k), car ir(k) G G g (Z s ) et G g est le centre de G^. Donc K 2 C 
G g (Z s ). 

□ 

On voudrait de plus que tous les modèles entiers qui apparaissent soient des espaces 
algébriques. C'est possible grâce au lemme suivant. 

Lemme 3.2.2 Soit (K, S) comme dans la définition 3.1.1.3. Rappelons qu'on a fixé un 
système Pi, . . . ,P q de sous-groupes paraboliques maximaux standard de G. Alors il existe un 
sous-groupe ouvert compact K' C K, un ensemble de nombres premiers E'dE et, pour tout 
i G {1, . . . , q}, un système de représentants (gij)ieJi du double quotient 
Pi(Q)Qi(A/) \G(A f )/K' tels que 

(i) S' — S est fini ; 

(ii) (K', S') vérifie la condition de la définition 3.1.1.3; 

(iii) les gij vérifient la condition du (ii) du lemme 3.2.1 ; 

(iv) pour tout i G {1, . . . ,q}, pour tout j G Ji, le sous-groupe compact ouvert 

= (gijK'g^ 1 n P î (Q)Q î (A / ))/(^K'^.i n L,, i (Q)N i (A / )) 

de Gj(Aj) vérifie la condition suivante, qu'on notera (*) : pour tout sous-groupe compact 
ouvert Kq C K'- tel que (Kg, S') vérifie la condition de la définition 3.1.1.3, le champ 

M^? (Gj, Xi) est représentable par un espace algébrique. 
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En particulier, si R C Pj est un sous-groupe parabolique de Pj tel que Qj C R et si Kq 
est un des sous-groupes ouverts compacts de Gj(Âj) qui sont associés à R comme dans le 
lemme 3.2.1, le champ M^F(Gi, Xi) est représentable par un espace algébrique. 

Démonstration. Pour tout i G {!,..., q} soit {gij)jeJ l un système de représentants du 
double quotient Pj(Q)Qj(Aj) \ G(Aj)/K vérifiant la condition du (i) lemme 3.2.1. Si K' est 
un sous-groupe compact ouvert de K, on note 

% = (gijK'gJ n p î (Q)Q î (a / ))/(^k'^.i n l^(Q)n,(a / )). 

Si K 7 est assez petit, il existe pour tous i,j un entier TV ^ 3 tel que 

K!ij C{ge G t (A f ) tq (g - l){O p + q - 21 ® z % C N(O p E +q ~ 2t ^ Z)}. 

Fixons un K' C K assez petit au sens ci-dessus et distingué dans K. Quitte à diminuer encore 
K', on peut trouver un ensemble fini So de nombres premiers tel que avec 
K' So C G(Aj Sq ). On pose S' = S U £o- Pour tous i,j, (K^,£') vérifie la condition de la 
définition 3.1.1.3, et K'^ vérifie la condition (*). Pour tout i, on peut choisir un système de 

représentants de Pj(Q)Qj(A/) \ G(A/)/K' dans gijK. Comme K' est distingué dans K, 
ceci finit la démonstration du lemme. 

□ 

Remarque 3.2.3 Plus généralement, la méthode de la preuve ci-dessus permet de montrer 
qu'on peut rendre les sous-groupes compacts ouverts des Gj(Aj) associés aux strates de 
bords aussi petits que l'on veut (en les nombres premiers de S) en diminuant K (ce n'est pas 
entièrement évident, car le nombre de strates de bord augmente lorsque K diminue). 

Soit (K, S) comme plus haut; on suppose que Ai^(G,X) est un espace algébrique. On 
pose 

pg 

u = /\^M^(G,X)/O f [1/T,}- 

C'est un faisceau inversible sur Ai^(G, X), et il existe ./V G N* tel que lu® n soit très ample 
sur la fibre générique M K (G, X) ([BB] 10.11). O n a un morphisme (injectif sur les fibres 
génériques) 

M%{G,X) ^P = Proj u® mN . 

meN 

Définition 3.2.4 On note 

M%(G,X)* 

l'adhérence de l'image de M%(G,X) dans P, et 

j:Ml{G ,*) — M*(G ,X)* 

le morphisme évident. 
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La fibre générique de M^{G,X)* est canoniquement isomorphe à M K (G, X)* , et la re- 
striction de j aux fibres génériques est l'immersion ouverte M K (G, X) — ► M K (G, X)* (mais 
j lui-même n'est pas forcément une immersion). 

Soit (K, S) comme plus haut. On suppose que K vérifie les mêmes conditions que le K' du 
lemme 3.2.2. Pour tout i G {1,. . . ,<?}, soit (gij)jeJi un système de représentants du double 
quotient Pj(Q)Qj(Ay) \ G(Aj)/K comme dans le lemme 3.2.2. On a construit dans 1.4.2 des 
sous-groupes compacts ouverts Kjj C Gj(Aj) et une stratification 

M K (G, X)* = M K (G, -Y) U ]J Ma 

telle que Mjj s'identifie à la variété de Shimura M K 'i (Gj, X{). De plus, on a choisi les gij 
pour que (Ky, S) vérifie la condition de la définition 3.1.1.3, donc M Kij (Gj, Xi) a un modèle 
•M s lJ (Gj, Afj) sur 0p[l/£], qui est un espace algébrique. 

On va définir, par récurrence descendante sur i, des sous-espaces algébriques localement 
fermés Mij de M^(G,X)* dont les fibres génériques sont les Mij. Remarquons que, pour 
tout i, les Mij sont fermés dans 

M K (G,X)* — j M K (G,X) U [J 

\ i'>i,j' 

Ceci suggère une manière de faire. Pour tout j G J q , on prend pour M q j l'adhérence de M q j 
dans M^(G,X)* - j(M^(G, X)), munie de la structure réduite. Soit i G {1, . . . , q - 1}, et 
supposons les M-yy définis pour tout i! > i. Alors, pour tout j £ Ji, on prend pour Mij 
l'adhérence (munie de la structure réduite) de M^ dans 

Ml{G,X)*- [j{Ml{G,X))yj J Mi 

\ i'>i,j' 

Proposition 3.2.5 Si on remplace S par son union avec un ensemble fini de nombres pre- 
miers (ce qui revient à inverser un nombre fini de nombres premiers sur la base Of\\/^\), 
alors Mx(G, X)* estunschéma normal projectif sur C?jr[l/S], j : M^(G,X) — > M^(G,X)* 
est une immersion ouverte, {Mij) est une stratification du bord M%(G,X)* - M%(G,X) 
et, pour tous i,j, l'isomorphisme M^ ~ M Ki ^ (Gj, X{) se prolonge en un isomorphisme 
Mij~M* ij (Gi,Xi). 



3.3 Systèmes de coefficients 

Dans ce paragraphe, on va étendre les complexes de la définition 2.1.4.6 aux modèles entiers. 
On a donc un groupe connexe L qui est produit quasi-direct de deux sous-groupes G et Gi 
et une donnée de Shimura (G, X), et l'action de G(Q) sur X s'étend en une action de L(Q) 
telle que G^(Q) agisse trivialement. Soit Kl C L(Ay) un sous-groupe ouvert compact net. 
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On note H = n L(Q)G(Aj), Ti = n G^(Q). Dans les cas qui nous intéressent ici, H/r^ 
s'identifie à un sous-groupe ouvert compact de G(A/), et M(G, AT) /H = M n / Tt {G,X). 

Soit S un ensemble de nombres premiers. On suppose que H/T^ s'écrit G r (Z s )Ks, avec 
Ks C G(Aj s ). Alors (H/T^,£) vérifie la condition de la définition 3.1.1.3, donc le modèle 

entier M^J Ti (G, X) existe. 

Proposition 3.3.1 On fixe un nombre premier t G £. A/ors /es complexes de faisceaux 
t-adiques lisses J rK ^ Te RT(T£, V) de la définition 2.1.4-6 (resp. les faisceaux t-adiques lisses 
r n ' Vi A de la remarque 2.1.4-7) s'étendent en des complexes de faisceaux l-adiques lisses 
(resp. des faisceaux l-adiques lisses) sur M^J Ti (G, X), qu'on désignera par les mêmes nota- 
tions. 

Démonstration. Notons pr la projection L(Aj) — ► L(Q^). Les faisceaux Sadiques lisses sur 
M H//r *(G, X) qu'on cherche à prolonger sont définis par la méthode de Pink, en utilisant le 
système projectif de revêtements finis étales M H / r e(G,X) — ► M H / r<! (G, X), où K' L C Kl, 
H' = K' L PlL(Q)G(A/) et F' e = K' L nG^(Q). Comme tous les H-modules auxquels on applique 
la méthode de Pink proviennent de pr(H)-modules, on n'utilise en fait que les revêtements 
M u '/ r 'e(G,X) — ► M H / r «(G, X) tels que K' L D K L n ker(pr). Or, si K' L D K L n ker(pr), 
H'/rJ s'écrit G(Z S )K' S , avec K' s C G(A /s ), donc le revêtement fini étale M H '/ r ^(G, X) — ► 

M H / r ^(G, X) s'étend en un revêtement fini étale M^ /F ' e (G, X) — ► M^ /Ti (G,X). On peut 
donc, en appliquant la méthode de Pink à ces revêtements, construire des faisceaux lisses 
£-adiques sur M^J Tl (G,X) qui prolongent ceux déjà construits sur M H / r «(G, X). 

□ 



3.4 Poids 

On s'intéresse maintenant aux poids des faisceaux obtenus. 

On identifie le groupe des caractères de G m avec Z en faisant correspondre à m G Z le 
caractère Xm '■ x i — > x m . Soient H un groupe algébrique, À : G m — > H un cocaractère et 
p : H(Q^) — ► GL(V) une représentation algébrique de H(Q^) dans un Q^-espace vectoriel de 
dimension finie. Alors la représentation p o A de G m s'écrit comme une somme de caractères : 

p OW = 0x® a ™, 

et les poids de p (ou V) relativement à À sont les m tels que a m / 0. On dit que la 
représentation p est pure si elle n'a qu'un seul poids. Si A est un cocaractère central de H (c'est 
le cas qui nous intéresse), alors toute représentation de H(Q^) est somme de représentations 
pures. 

Rappelons qu'on a un cocaractère central ho o w : G rn — ► G, À i — ► \I n (le cocaractère 
w : G m — ► S est l'inclusion M x — ► C x sur les points réels). Dans la suite, les poids des 
représentations de G seront toujours relativement à ce cocaractère. Le résultat suivant a été 
prouvé par Pink ([P2] 5.6.2, voir aussi [LR2] 6) : 
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Proposition 3.4.1 On suppose ici que L = G. Soient (K, S) et t comme ci-dessus. Alors, 
quitte à remplacer S par sa réunion avec un ensemble fini de nombres premiers, on a le 
résultat suivant : pour tout p S, pour toute représentation algébrique de G(Q^) dans un 
Qe-espace vectoriel V de dimension finie, si V est pure de poids w, le faisceau lisse F K (V) 
sur la réduction modulo p de M^{G, X) est pur de poids —w (au sens de [BBD 5]). 

Corollaire 3.4.2 On se place dans la situation de la section 3.3, et on prend (Kl, Y,) et 
i comme ci-dessus. On fixe p S, et on travaille sur la réduction modulo p des variétés 
de Shimura. Comme L = GG^ et que G et Gi commutent, on peut voir ho ° w comme un 
cocaractère central de L, et les poids des représentations de L seront pris relativement à ce 
cocaractère. Soit V une représentation de L(Q^) dans un Qe-espace vectoriel de dimension 
finie qui est pure de poids w. On note C = !F^^ Tl RT(T^^V), vu comme un complexe de 
faisceaux t-adiques sur M u / T e(G,X). Alors on a un isomorphisme (non canonique) 

C^0iT(C)H], 

et, pour tout i G Z, le faisceau H l (C) = J r ^/ Ti H l (T^,V) est lisse pur de poids —w sur 
M u / r t{G,X). 

Démonstration. Notons K = Hn G(A/). H/KT^ est un groupe fini, donc on un revêtement 
fini étale M K (G, X) — ► M u / r *(G,X), et l'image inverse de C à M K (G, X) est le com- 
plexe Sadique associé au complexe RT(Ti,V) de représentations du groupe réductif G(Q^). 
L'isomorphisme 

C^Q)H\C)[-i] 

est une conséquence du premier des lemmes ci-dessous, appliqué au morphisme fini étale 
M K (G, X) — > M H / Fe (G,X). L'isomorphisme canonique 

h\c) = ^ H/r ^ i (r^,y) 

vient de l'exactitude du foncteur jF H / r < , et la lissité de H l (C) de la proposition 3.3.1. Enfin, le 
fait que les H l (C) soient purs de poids — w découle de la proposition ci-dessus et du deuxième 
des lemmes ci-dessous, appliqué à M K (G, X) — ► M n / Vt {G,X). 

□ 

Lemme 3.4.3 Soient (p : X — > Y un morphisme fini étale entre schémas de type fini sur 
un corps et K G Dç(Y,Qg). S'il existe un isomorphisme 

alors on a un isomorphisme 
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Démonstration. Supposons que 

<p*K ~Q(p*lP(K)[-i]. 
Pour tout i G Z, on a un triangle distingué 

TÇi-xK — T^{K — . 

Si on montre que la flèche de degré 1 de ce diagramme est nulle pour tout i G Z, cela 
impliquera que l'on a des isomorphismes T^iT ~ T^-i-ff © iP(iT)[— i], et la conclusion du 
lemme en découlera par récurrence sur le cardinal de {i G Z,H l (K) ^ 0}. 
Soit donc i £ Z. L'image par ip* de la flèche de degré 1 du triangle distingué 

T^-iK — ► T^K — ► ^> 

est la flèche de degré 1 du triangle distingué 

T^i-w'K — r^*if — #V*0H] ^> . 

Cette dernière flèche est nulle, car l'hypothèse implique que T^ip*K ~ T^np* ®H l (ip* K)[— i]. 
D'après le sous- lemme ci-dessous, le morphisme 

Ext 1 {H i (K)[-i],r&- 1 K) — ► Ext^fa'JOHW-iP**') 
induit par 99* est injectif, d'où le résultat cherché. 

□ 



Sous-lemme 3.4.4 Soit 92 : X — > Y un morphisme fini étale. Alors, pour tous K,L G 
D b c (Y, Qg) ef powr toui k G Z, Ze morphisme induit par 92* 

Ext fe (K,L) — ► Ext fc (v?*K,9?*L) 

es£ injectif. 



Démonstration. Soient K,L £ D h c {Y, Q e ) et A; G Z. Le morphisme Ext fc (K, L) — ► Ext fc (92* if, 92* L) 
est le composé du morphisme Ext fc (if, L) — ► Ext fc (if, (p*ip*L) provenant du morphisme d'ad- 
jonction L — > (p*ip*L et de l'isomorphisme d'adjonction Ext fc (if, p*tp*L) ~ Ext k ((p*K, f*L). 
Or on a le morphisme trace Tr : ip*(p*L — ► L, qui est tel que le composé 

adj # r Tr T 
L ► 92*92 L ► L 

soit un isomorphisme (puisqu'on a pris des complexes à coefficients dans Qe). Le morphisme 
d'adjonction L — > 92*92* L identifie donc L à un facteur direct de 92*92*^, ce qui implique que 
le morphisme Ext fc (if, L) — > Ext fc (K, tp*(p* L) est injectif. 

□ 
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Lemme 3.4.5 Soit (p : X — ► Y un morphisme fini étale entre deux schémas lisses de type 
fini sur un corps fini et T un faisceau i-adique lisse sur Y. Si (p*!F est pur de poids w, alors 
T est pur de poids w. 

Démonstration. Supposons (p*!F pur de poids w. D'après [BBD] 4.1.3 et 5.1.14, ip^ip*^ est 
pur de poids w. Or on a comme dans la preuve du sous- lemme ci-dessus le morphisme trace 
Tr : ip*ip*T — ► F, qui est tel que 

fj~ adj * Tr r 
S > (p*<p J- > J- 

soit un isomorphisme. T s'identifie donc à un facteur direct de (p^^J 7 , donc, d'après [BBD] 
5.3.1, il est pur de poids w. 

□ 



3.5 Théorème de Pink 

On se place, comme dans les deux sections ci-dessus, dans la situation de la définition 

2.1.4.6. Soit S un ensemble de nombres premiers. On suppose que (H/T^, S) est comme dans 

v h /r 

la proposition 3.2.5, dont on utilisera les notations (c'est-à-dire que .M 2 (G, X) a une 

h /r 

"bonne" compactification de Baily-Borel) . On note j l'immersion ouverte M% l (G,X) — ► 

M* /re (G,X)*. 

On fixe i G S et on note pr la projection L(Â/) — > L(Q^). 

La proposition suivante et son corollaire ont été montrés par Wildeshaus dans [W] : 

Proposition 3.5.1 Quitte à remplacer S par sa réunion avec un ensemble fini de nombres 
premiers, on a le résultat suivant : la formation de Rj* commute à tout changement de base 
S — > Spec(OF[l/T,]), et pour tout Kl -module M quiprovient d'un pr (Kl) -module annulé par 

TT /p. 

une puissance de £, pour tout q G N, pour toute strate Aiij de -M s (G,X)*, la restriction 
de i? 9 j*J rH / rf iîr(r£, M) à M.{j est un faisceau localement constant. 

Démonstration. La première condition et la propriété cherchée peuvent être obtenues pour 
un nombre fini de K^-modules en ajoutant à S un nombre fini de nombres premiers, grâce au 
théorème de changement de base générique de Deligne (SGA 4 1/2 Th finitude), cf [W] 3.8. 

Notons C la catégorie des K^-modules M qui proviennent d'un pr(Ki)-module annulé par 
une puissance de £. Si la propriété cherchée est vrai pour les objets simples de C, alors elle est 
vraie pour tous les objets de C. Or C n'a qu'un nombre fini d'objets simples ([W] 3.7), d'où 
la proposition. 

□ 

Comme un faisceau localement constant sur le modèle canonique d'une variété de Shimura 
a au plus une extension localement constante au modèle entier, on en déduit le : 
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Corollaire 3.5.2 Dans la situation de la proposition ci-dessus, le théorème 2.2.1 et son 
corollaire restent vrais sur les modèles entiers, à condition de se restreindre aux H-modules 
qui proviennent de Kl/(Kl n G(A^)) -modules annulés par une puissance de l. 

Soit K C G(Af) un sous-groupe compact ouvert net. Pour construire les complexes pondérés 
sur (la réduction modulo p de) la compactification de Baily-Borel de M K (G, X), on utilisera 
un certain nombre (fini) de variétés de Shimura : 

(i) M K (G, X) ; 

(ii) les strates de bord de M K (G, X)* , et les revêtements finis étales de ces strates qui 
correspondent aux sous-groupes ouverts compacts du lemme 3.2.1 (ii) ; 

(iii) pour toute variété de Shimura de (ii), les strates de bord de sa compactification de 
Baily-Borel, et les revêtements de ces strates analogues aux revêtements de (ii) ; 

(iv) et ainsi de suite. 

Définition 3.5.3 On dira que K est assez petit s'il existe un ensemble fini de nombres 
premiers S et t £ S tels que (K, S) vérifie la condition de la définition 3.1.1.3, et que tous 
les modèles entiers des variétés de Shimura énumérées ci-dessus (ces modèles existent sur 
Of[1/H] d'après le lemme 3.2.1) vérifient la conclusion du lemme 3.2.2 et que les modèles 
entiers de leurs compactifications de Baily-Borel vérifient les conclusions des propositions 
3.2.5, 3.4.1 et 3.5.1. 

Il est toujours possible de rendre K assez petit dans ce sens (utiliser la remarque 3.2.3). 

Si on a un couple (K, S) vérifiant toutes les conditions ci-dessus et si p est un nombre 
premier qui n'appartient pas à S, on peut réduire toutes les variétés modulo p : on obtient 
des modèles modulo p des variétés et des complexes de faisceaux Sadiques à faisceaux de co- 
homologie lisses purs de poids connus sur les variétés de Shimura, dont les prolongements aux 
compactifications de Baily-Borel vérifient le corollaire 2.2.2. De plus, d'après la proposition 
3.1.2.4, ces objets ne dépendent pas du choix de S. On les notera souvent de la même façon 
que les objets sur le corps reflex F (en précisant à l'avance si l'on est en caractéristique ou 
P)- 

Dans la suite, lorsque nous parlerons de la réduction modulo p de M K (G, X), nous ferons 
toujours référence à la situation ci-dessus. 

Remarque 3.5.4 Si l'on disposait de compactifications toroïdales des Ai^(G, X) vérifiant 
les propriétés de [P2] 3.9 et 3.10, alors les résultats de [P2] s'étendraient automatiquement 
aux modèles entiers (sans qu'il soit besoin d'inverser des nombres premiers supplémentaires). 
Malheureusement, on ne sait construire ces compactifications que si le groupe est GU(1, 1) 
(auquel cas les variétés de Shimura associées sont des courbes modulaires) ou GU(2, 1) (voir 
[L] et le chapitre I de [Be]). 
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux 
pervers purs 



Cette partie est indépendante des autres. 

On fixe un corps fini ¥ q et un nombre premier l inversible dans ¥ q . Tous les schémas sont 
séparés de type fini sur F q . Si X est un schéma, on note D^(X, Q^) la catégorie des complexes 
Sadiques mixtes sur X (au sens de [BBD] 5.1.5; en particulier, les complexes sont à poids 
entiers), munie de la t-structure donnée par la perversité autoduale. 

Soient X un schéma et j : U — > X un ouvert non vide de X. Le premier objectif de cette 
partie est d'écrire j\*K, où K est un faisceau pervers pur sur U, comme un certain tronqué 
par le poids de Rj*K (théorème 4.1.4). Le deuxième objectif est de calculer la trace d'une 
puissance <3? de l'endomorphisme de Frobenius sur la cohomologie de j\*K en fonction de la 
trace de $ sur la cohomologie de Rj*K et de complexes de même type supportés par X — U 
(théorème 4.3.5). 

4.1 Troncature par le poids dans D h m (X, Q e ) 

Proposition 4.1.1 Soit X un schéma sur F q . Pour tout aeZU {±oo}, on note w D^ a (X), 
ou w D^ a s'il n'y a pas d'ambiguïté sur X, (resp. w D^ a (X) ou w D^ a ) la sous-catégorie pleine 
de Dm(X, Qi) dont les objets sont les complexes mixtes K tels que pour tout i G Z, p H l K 
soit de poids ^ a (resp. ^ a). Alors : 

(i) w D^ a et w D> a sont des sous- catégories stables par décalage et extensions (cf [BBD] 
1.2.6) de D^XjQi) (en particulier, ce sont des sous-catégories triangulées) . 
La dualité de Poincaré échange w D^ a et w D^~ a . 
Sia< a', on a w D^ a n w D> a> = 0. 
(H) On a w D^ a (l) = ™D^ a ~ 2 et w D> a (l) = w D^ a ~ 2 (où (1) est le twist à la Tate). 

(iii) Pour tous K G w D^ a et L G w D> a+l , on a KHom(K, L) = 0. 

(iv) Pour tout a G ZU {±00} , ( w D^ a , w £)^ a+1 ) est une t-structure sur D^(X,Q e ). 

Cette proposition sera démontrée dans la section 4.2. 

D'après [BBD] 1.3.3, l'inclusion w D^ a C D b m (X,Q e ) (resp. w D> a C D b m (X,Q e )) admet un 
adjoint à droite (resp. à gauche), qu'on notera w^ a (resp. w^ a ), et pour tout K G D^X, Qf), 
il existe un unique morphisme w^ a+ \K — > (w^. a )K[l] qui fait du triangle suivant un triangle 
distingué 

w^ a K — > K — > w^ a+1 K — > (w^ a K)[l\. 

Ce triangle est, à isomorphisme unique près, l'unique triangle distingué A — > K — > B 
avec A G w D^ a et B G w D> a+1 (toujours d'après [BBD] 1.3.3). 
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Comme la dualité de Poincaré échange w D^ a et W D^ a , elle échange aussi w^ a et w^- a . 
Remarques 4.1.2 

(1) w D^ a n'est pas la catégorie des complexes mixtes de poids < a : un complexe mixte 
K est de poids ^ a si et seulement si p H l K est de poids ^ a + i pour tout i G Z ([BBD] 
5.4.1), et cette condition est différente de la condition qui caractérise les objets de w D^ a . 

(2) Le décalage de 1 dans la définition de la t-structure est nécessaire : ( w D^ a , w D^ a ) n'est 
pas une t-structure. 

(3) ( w D^ a , w £)^ a + 1 ^ e st une t-structure quelque peu étrange : son coeur est nul, et elle ne 
donne donc pas lieu à une théorie cohomologique intéressante. De plus, w D^ a et w D^ a+1 
sont des sous-catégories triangulées de D^(X, Qg) (en particulier, elles sont stables par 
le foncteur [1]), ce qui est inhabituel. 

(4) Si K est un faisceau pervers mixte, w^ a est simplement le plus grand sous-faisceau 
pervers de K de poids ^ a, et w^ a K est le plus grand quotient pervers de K de poids 
^ a ([BBD] 5.3.5). 

Beilinson a montré dans [B] que le foncteur "réalisation" ([BBD] 3.1.9) de la catégorie 
dérivée bornée de la catégorie des faisceaux pervers mixtes sur X dans D'f n (X, Q^) est 
une équivalence de catégories. Si K G D^ n {X, Qe) est représenté par un complexe C* 
de faisceaux pervers mixtes, alors w^ a K (resp. w^ a K) est représenté par le complexe 
(w^ a C n ) (resp. (w> a C n )). 

La proposition suivante donne quelques propriétés des foncteurs w^ a et w^ a . 

Proposition 4.1.3 

(i) Pour tout K G D b rn (X, Qe), on a w ^ a {K {!)) = (w^ a+2 K){l) etw >a {K{\)) = (w >a+2 K)(l). 

(ii) Soit K G D b m (X,Q(). L'image par p H l de la flèche de cobord w^ a+ \K — > (w^ a K)[ï\ 
est nulle pour tout i G Z, donc la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle 
distingué 

w<^ a K — > K — ► w^a+iK 
donne des suites exactes courtes de faisceaux pervers 

_> PWw^K — ► PWK — ► PWw^K — ► 0. 

(iii) w^a et w^ a commutent au foncteur de décalage [1], et ils envoient les triangles dis- 
tingués de Dm(X,Q£) sur des triangles distingués. 

(iv) w^ a et w^ a envoient la catégorie abélienne des faisceaux pervers mixtes dans elle- 
même, et leurs restrictions à cette catégorie sont des foncteurs exacts. Pour tout K G 
D h m {X, Qe)> pour tout i G Z, on a 

w >a ( p H i K)=PH i w^ a K. 
Y un morphisme. Si la dimension des fibres de f est inférieure ou égale 

Rf<( w D^ a (X)) C w D^ a+d (Y) 



(v) Soit f : X 
à d, alors 
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RU{ w D? a {X)) C w D^ a ~ d {Y) 
f*( w D^ a (Y)) C w D^ a+d (X) 
f{ w D> a {Y)) C w D> a - d (X). 

La démonstration des propositions 4.1.1 et 4.1.3 sera donnée dans la section 4.2. 

Théorème 4.1.4 Soient a G 7L, X un schéma séparé de type fini sur ¥ g , j : U — ► X 

un ouvert non vide de X, et K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors les flèches 
canoniques 

w^ a j\K — > j\*K — > w<: a Rj*K 

sont des isoraorphismes. 

Si K est le faisceau constant Qg, cette formule est à rapprocher des formules 4.5.7 et 4.5.9 
de l'article [S] de Morihiko Saito. 

Démonstration. Il suffit de montrer que la deuxième flèche est un isomorphisme (le cas de 
la première flèche en résulte par dualité). 

Cela découle des trois points suivants [i est l'inclusion de X — U dans X) : 

(1) Un complexe K G D^U, Qe) a au plus un prolongement L G D^X, Qg) tel que 
i*L G w D^ a et ÏL G w D> a+1 . 

En effet, soient L,L' G D b m (X,Qe). On a un triangle distingué 

RRom(i*L,i l L') — ► RRom(L,L') — ► RRom(j* L, j* L') . 

Si i*L G w D^ a et vL G w D> a+1 , alors RRom{i* L,ÏL') = d'après le (iii) de la propo- 
sition 4.1.1, donc on a un isomorphisme 

i?Hom(L, L') -^U RHom(j*L,j*L'). 

(2) Soit K G D^(U,q e ). On note L = w^ a Rj*K. Alors i*L G w D^ a par le (iv) de la 
proposition 4.1.3. De plus, on a un triangle distingué 

L — > Rj*K — > w^ a +iRj*K 

d'où un isomorphisme 

i l w^ a+1 Rj*K[-ï\ i l L. 

D'après le (iv) de la proposition 4.1.3, i'L G w D^ a+1 . 

(3) Soit K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors j\*K est pervers pur de poids a 
sur X par [BBD] 5.4.3, donc, par [BBD] 5.1.14 et 5.4.1, pour tout k G Z, p H k i*j h K est 
de poids ^ a + k et p H k vj\ Jf K est de poids ^ a + k. D'après le lemme 4.5.1 de la section 
5 à la fin de cette partie, p H k i*j\*K = si k ^ et p H k vj\ Jf K = si k ^ 0, donc, pour 
tout k G Z, p H k i*j\*K est de poids ^ a — 1 et p H l k juK est de poids ^ a + 1. Autrement 
dit, G «-D^- 1 C "D^ et rj^K G «"D^ 1 . 

□ 
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4.2 Preuve des propositions de la section 4.1 



Dans cette section, nous allons prouver les propositions 4.1.1 et 4.1.3 de la section précédente. 

Démonstration de la proposition ^.1.1. 

(i) Il est clair que 

w D ^a et w D >a SQnt stableg 

par décalage et que la dualité de Poincaré 

échange w D^ a et w D^- a . 

Pour montrer la stabilité par extensions de w D^ a (resp. w D^ a ), il suffit de prouver que la 
catégorie des faisceaux pervers de poids ^ a (resp. ^ a) est une sous-catégorie épaisse de 
la catégorie des faisceaux pervers, c'est-à-dire stable par noyaux, conoyaux et extensions. 
Par dualité, il suffit de traiter le premier cas. La stabilité par noyaux et conoyaux résulte 
de [BBD] 5.3.1, et la stabilité par extensions se prouve facilement à partir de [BBD] 5.1.9. 
Supposons que a < a' . En appliquant la fin de [BBD] 5.1.8 aux objets de cohomologie 
perverse, on voit que w D^ a n w D^ a = 0. 

(ii) Évident. 

(iii) Voir le premier des lemmes ci-dessous. 

(iv) La condition (ii) de [BBD] 1.3.1 est évidente. La condition (i) résulte du point (iii) 
ci-dessus, et la condition (iii) est prouvée dans le deuxième des lemmes ci-dessous. 

□ 

Lemme 4.2.1 Soient X un schéma séparé de type fini sur F q , K,L£ D b m (X, Q e ) eta£Z. 
On suppose que pour tout i G Z, p H' l (K) est de poids ^ a et p H l (L) de poids ^ a + 1. Alors 
RRom(K, L) = 0. 

Démonstration. Pour tout i £ Z, on a un triangle distingué 

p r^L — p r^L — p H i L[-i\ A 

d'où un triangle distingué 

RRom{K, p T^iL) — ► RRom(K, p T^L) — ► RRom(K, p H* L)[-i] . 

Si on montre le résultat pour L pervers, on pourra, grâce à ces triangles, en déduire le résultat 
pour L quelconque en faisant une récurrence sur le cardinal de {i G Z tq p H' l L / 0}. On peut 
donc supposer L pervers. On se ramène de même au cas où K est pervers. 

Notons F le morphisme de Frobenius géométrique. D'après [BBD] 5.1.2.5, on a pour tout 
i G Z une suite exacte 

_^ Exf- 1 ^,^ Ext* (if, L) Ext\K fg ,L f f — 0. 

K est de poids ^ a et L de poids ^ a + 1, donc Ext 1 (if j^, ) est de poids > i pour tout 

i G Z ([BBD] 5.1.15 (i)). On en déduit que si i ^ 0, Ext* (if f ,% ) est de poids > 0, donc 
que 

Ext l (K fq ,L fq ) F = E^(K fq ,L w f = 
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(comme dans la preuve de [BBD] 5.1.15). 

D'autre part, if et L sont pervers (donc ifp et Lp aussi), d'où Ext* (if p ) = pour 
i < 0. 

Finalement, on a obtenu : pour tout iëZ, 

Ext^L^ = Ext^if^/ = 0. 
Les suites exactes ci-dessus impliquent que, pour tout iëZ, 

Ext* (if, L) = 0, 

ce qui est le résultat cherché. 

□ 



Remarque 4.2.2 Le lemme ci-dessus reste valable, avec la même preuve, pour une perversité 
arbitraire (vérifiant les conditions de [BBD] 2.2.1). 



Lemme 4.2.3 Soit X un schéma séparé de type fini sur ¥ q . Alors pour tout a G Z et tout 
K G D b rn (X, Qe), il existe un triangle distingué dans D^X, Q^) 

if i — ► if — ► if 2 

tel que pour tout i £ Z, p H' l K\ soit de poids ^ a et p H' l K2 de poids ^ a + 1. 



Démonstration. On fixe a G Z et on raisonne par récurrence sur card({i G Z tq p H l K ^ 0}). 

Supposons qu'il existe i G Z tel que if ~ p H l K [— i]. Alors, d'après [BBD] 5.3.5, il existe 
un sous-faisceau pervers L C p H l K de poids ^ a tel que p H' l K/L soit de poids ^ a + 1. Il 
surfit de poser K x = L[-i] et if 2 = ( p IPK/L)[-i]. 

Soit if G D^(X,Q e ) tel que n = card{i G Z tq p H i K / 0} ^ 2. Supposons le lemme 
prouvé pour tous les if' G D 1 ^ n {X, Q^) tels que card{i G Z tq p H l K' ^ 0} < n, et montrons-le 
pour if. Il suffit de montrer le résultat suivant : si on a un triangle distingué de D 1 ^ n {X, Q^) 

if ' — if — if " 

et que la conclusion du lemme vaut pour if' et if", alors elle vaut aussi pour if. 
On se donne donc des triangles distingués dans D b m (X,Q e ) 



+i 



+i 



KL 



K" 

-"■2 



if' »- if if" 



+ 1 



if( K'{ 
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et on suppose que pour tout i G Z, PIPK[ et *ÏPK'{ sont de poids < a et et PfP^' 

de poids ^ a + 1 ; autrement dit, K[ et Iff sont dans w D^ a et if 2 et K 2 sont dans I "0^ 0+1 . 
D'après le lemme 4.2.1, i?Hom(.K"i , if 2 [l]) = 0, donc il existe un unique morphisme K" — > 
K[[l] qui fait commuter le carré 

K>>^K[[1] 



K'[l] 



K" - 

D'après [BBD] 1.1.11, on peut compléter le diagramme commutatif en traits pleins pour 
obtenir un diagramme dont les lignes et les colonnes sont des triangles distingués et dont tous 
les carrés sont commutatifs, sauf le carré marqué —, qui est anticommutatif : 



K»[l] 



K" 



K" 



Kl 



■K[[2] 
K' 2 [l] 
■K'[l] 
■K[[l] 



k 

I 

K 2 [l] 
k 

i 

-K[l]- 
k 

i 

k[[i] 



K>{[2] 
K"[l] 



Comme w D^ a et w D^ a+1 sont stables par extensions (proposition 4.1.1 (i)), K\ G w D< a e t 
K 2 G w D> a+1 . 

□ 



Démonstration de la proposition 4-1-3. 

(i) Soit K e D b m (X,Q e ). On a un triangle distingué 

(w <a+2 K)(l) — K(l) — (w >a+2 K)(l) +±> 

avec (w^ a+2 K)(l) G w f)^ a e t (w >a+2 K){l) G w D >a , d'où des isomorphismes canoniques 
w^ a (K(l)) = {w <a+2 K)(l) et w >a {K(l)) = (w >a+2 K)(l). 

(ii) Soient K G D b m (X,Q e ) et i £ Z. Comme v H i w^ a+ iK est de poids ^ a + 1 et que 
p H l+1 w^ a K est de poids ^ a, la flèche p H % w^ a+ iK — ► p H t+1 w^ a K est nulle par 
[BBD] 5?3.1. 

(iii) et (iv) Il suffit de prouver les assertions pour w<^ a , celles pour w^ a en résultant par 
dualité. 

w^ a commute au décalage parce que w D^ a est invariante par décalage. 

Soit K un faisceau pervers mixte. Si L est le plus grand sous-faisceau pervers de K de 

poids ^ a, alors K/L est de poids ^ a + 1 ([BBD] 5.3.5). Donc w<^ a K = L, et w^ a K est 

pervers. 
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L'exactitude de la restriction de w<^ a à la catégorie des faisceaux pervers mixtes provient 
de la fin de [BBD] 5.3.5 (le fait que les morphismes sont strictement compatibles à la 
filtration par le poids). 

Soient K G D h m [X, Qe) et i G Z. D'après (ii), on a une suite exacte de faisceaux pervers 

_> PWw&K — P M — p H i w^ a+1 K — 

avec p H l w^ a K de poids ^ o et p H l w^ a+ \K de poids ^ a + 1, donc p H l w^ a K = 
w^ a (PH l K). 

Le fait que u>^ a envoie les triangles distingués sur des triangles distingués résulte de la 
preuve du lemme 4.2.3. 
(v) Les inclusions résultent de [BBD] 4.2.4 et 5.1.14. 
Traitons par exemple le cas de Rf\. Soit K G w D^ a (X). Pour tous i,j G Z, P WK est 
de poids $C a par définition de w D^ a (X), donc RffH^K est de poids ^ a par [BBD] 
5.1.14, et p H i (Rf\ p H j K) est de poids < a + i par [BBD] 5.4.1. Or, par [BBD] 4.2.4, 
p H i (Rf ] p WK) = si i > d, donc p H i (Rfi p WK) est de poids < a + d pour tous i, j G Z. 
En utilisant la suite spectrale 

E l 2 j = p H i {Rfi p H j K) =► p H i+J Rf [ K, 

on voit que p H k Rf\K est de poids < a + ci pour tout /c G Z. 

□ 



4.3 t-structures recollées 

Nous utiliserons la notion suivante de stratification : 

Définition 4.3.1 Soit X un schéma séparé de type fini sur¥ q . Une stratification de X est 
une partition finie (<Si)o^i<n de X par des sous-schémas localement fermés (les strates) telle 
que pour tout i G {0, . . . , n}, Si est ouvert dans X — Sj. 

0^j<i 

Soit X un schéma muni d'une stratification (Si;)o<k<n- Pour tout k G {0, . . . , n}, on note 
jfc l'inclusion de Sk dans X. U = Sq est un ouvert de X ; on note j = iç, : U — > X l'inclusion. 
La proposition suivante est un cas particulier de [BBD] 1.4.10. 

Proposition 4.3.2 Soit a = (a , . . . ,a n ) G (Z U {±oo}) n+1 . On note W D^(X) ou W D^ 
(resp. W D > -(X) ou W D > -) la sous-catégorie pleine de D h m {X,Qe) dont les objets sont les 
complexes mixtes K tels que pour tout k G {0, ...,n}, i%K G w D^ a "(S k ) (resp. i[K G 
w D >ak (S k )). 

Alors ( W D^, W D>^) est une t-structure sur D b m {X, Q e ). 

On note aussi ™D>(°-o,-,a n ) = w D >(a -i,...,a n -i) _ n egt évident d'après la définition de W D^ 
et W D > - que ce sont des sous-catégories stables par décalage et extensions de D^(X, Qe), que 
la dualité de Poincaré échange W D^- et W D^~-, et que 

w j-)^(ao,...,a n ) m _ w jj^(ao-2,...,a„-2) 
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w jj>(a , ...,a n ) ^-q _ w jj>(ao-2,...,a„-2) 

D'après [BBD] 1.3.3, l'inclusion W D^ C D b m {X,Q e ) (resp. W D>^ C D^(X,Q e )) admet un 
adjoint à droite (resp. à gauche), qu'on note w^g, (resp. w > a ). Pour tout K G D b m (X,Q e ), il 
existe un unique morphisme w >g ,K — > (w^aK) [1] tel que le triangle 

WÇaK — ► K ► W> aK — {w^K)[l] 

soit distingué. 

De plus, à isomorphisme unique près, il existe un unique triangle distingué K' — > K — > 
K" ^ avec K' G W D^ et K" G W D>^. 

Enfin, la dualité de Poincaré échange w^a et w^-a (car elle échange W D^- et W D^~-). 

Lemme 4.3.3 Si a = ■ ■ ■ = a n = a, alors ( W D^, W D>^) est la t-structure ( w D^ a (X), w D >a (X)) 
de la section 4-1- 



Démonstration. Soit K G wjj^a D' a p r è s \ e (j v ) ,-[ e } a proposition 4.1.3, pour tout k G 
{0, . . . ,n}, i\K G w D^ a (S k ). Donc K G W D^. Par dualité, on a w D >a C W D > -. 
Soit K G W D^-. On a un triangle distingué 

n^ a K — > K — ► w >a K . 

D'après ce qui précède, w^ a K G W D^ et n;> a G W D > -, donc w^ a K = w^aK = K, et 
K G ""D^. Par dualité, ona «"D^ C u, D >a . 

□ 



Proposition 4.3.4 Pour tous a G Z U {±00} et k £ {0, . . . , n} ; on note 

A; 

= u, <(+oo,...,+oo,a,+oo,...,+oo) 

A; 

^;>a ^^(—00,...,— 00, a, —00, ...,—00) 

où, c/ans /es deux formules, le a est en k-ième position (et on commence à compter àO). 

(i) On a 

n 
W ^a = W^ an o • • • o u^ ao 

n 

(ii) Soient a G ZU {±cx)} ; k G {0,...,n} et K £ D^XjQf). yl/ors on a des triangles 
distingués (uniques à isomorphisme unique près) 

w\ a K — > K — ► Ri k ^w >a i* k K -±i> 
ik\w^J- k K — ► K — ► Wy a K . 



Démonstration. 
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(i) Il suffit d'appliquer plusieurs fois [BBD] 1.4.13.1. 

(ii) Il suffit de traiter le cas de w^ a (celui de w> a en résulte par dualité). On définit 
a G (Z U {±oo}) n+1 par : a r = +00 et si r 7^ k, et a k = a. 

On note L = Ri k *w >a i k K G W D > -, et on complète le morphisme évident K 
Ri kif i* k K — ► L en un triangle distingué L' — ► K — ► L -^V 

Il suffit de montrer que L G W D>^ et que L' G W D^. Si r ^ k, i r L = 0, car i\.Ri k * = 0, 
donc v r L G w D >a -{S r ) (et il est évident que i*L' G w D^ ar (S r )). De plus, i* k L = v k L = 

w >a i* k K G w D >ak (S k ) et on a un triangle distingué r£L' — > i\K — > i* k L = w >a i* k K 
donc i%L' ~ w^ a i%K G w D^{S k ). 

□ 

Théorème 4.3.5 Pour a G (Z U {±oo}) n+1 , pour foui K G w D^ a °(U) on a 

[w^aRjxK] = ^ (- 1 ) r [^n r *W>a nr C ■ ■ ■ ^ni*™>a ni Ci #7*^] 

l^ni<---<n r ^n 

dans Ze groupe de Grothendieck de D^X, Qg). 
Démonstration. 

D'après la proposition ci-dessus, on a, dans l'anneau des endomorphismes du groupe de 
Grothendieck de D b m {X,Q e ) : 

W^a = W^ an o • • • o w° ao = (1 - Ri n *W>aJn) O ■ • • O (1 - iftl*W> ai ^) O (1 - Rj*W >ao f). 

Le théorème résulte de cette égalité et du fait que Rj*w >ao j* Rj*K = (car K G u, D^ a °(Z7)). 

□ 



4.4 Propriétés supplémentaires des t-structures recollées 

Proposition 4.4.1 

(i) SiK G et L £ W D > -, alors RRom(K, L) = 0. 

(ii) w^g, et w >gL commutent au Joncteur de décalage [1], et ils envoient les triangles dis- 
tingués sur des triangles distingués. 

Pour tout K G D b m {X,q t ), on a 

(K(l)) = (w <{ao+2: ..., an+2) K)(l) 

)( if ( 1 )) = (w>(a +2,...,a„+2)-K')(l)- 

(ni) Soit a' = (a' , . . . ,a' n ) G (Z U {±oo}) n+1 tel que a k ^ a' k pour tout k G {l,...,n}. 
Alors, pour tous K G W D^- et L G W D > - , le morphisme canonique 

RRom(K,L) — ► RHom(j*K, j*L) 

est un isomorphisme. 
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(iv) Soient f : Y — > X un morphisme et (S^o^fc^n une stratification de Y telle que, 
pour tout k £ {0, . . . , n}, f(S' k ) C Sk- On suppose que la dimension des fibres de f est 
inférieure ou égale à d. Alors 

j?*çjjjj^(a 0r ..,an)^x ^ ç- wjj^(a +d,...,a„+d)çY^ 
j\(wjj>(a ,...,a n )^x^ c w j-)>(a -d,...,a„-d) Çy^ 

Rf*{ w D > ( a °'"' ,an \Y)) C w D>( a o- d '-' a "~ d ) (x) 
Rf\( w D^ a °''"' an \Y)) c w D^( a o+ d >---< an + d ) (x). 



Démonstration. 

(i) Montrons le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, c'est le lemme 4.2.1. Soit n ^ 1, 



n-l 



et supposons le résultat vrai pour n' < n. On note a' = (ao, • • • , a n -i), V = Sk, 

fc=0 

Y = S n = X — V, ji l'immersion ouverte de V dans X et i l'immersion fermée de S n 
dans X. Soient K G W D^- et L G U, L> > ^. On a un triangle distingué 

i2Hom(i*i<C,i ! L) — ► RRom(K,L) — ► RRom(j{K, j{L) . 

Or j\K G W D^-'(U), j{L G W D > - (U), i*K G (y) et i^L G w D >a "(Y), donc, 

d'après l'hypothèse de récurrence, 



RRom(jlK,jlL) = RRom{i* K,r L) = 0, 



d'où 



i?Hom(K, L) = 0. 

(ii) w^ a et w >a commutent au foncteur de décalage car et W D > - sont stables par 

décalage. Soit K — > K' — > K" un triangle distingué. D'après [BBD] 1.1.11, on 
peut construire un diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont distinguées 

w^ a K >■ w<r a K' >■ L +1 > 



K 



K' 



W>aK ■ 
+1 



+ 1 



+i 



+i 



+i 



Comme W D^- et W D > - sont des sous-catégories stables par extensions de D^XjQg), 
L g W D^ et L' G W D>*, donc L = w^K" et L' = w>aK" . 

La dernière assertion se prouve exactement comme la propriété analogue dans le (i) de 
la proposition 4.1.3. 
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(iii) Notons i l'immersion fermée X — U = S\ U ■ ■ ■ U S n C X, b = (ai, . . . , a n ) et 6' = 
(a' 1; . . . , a£J. Soient K G et L G W D > - . On a un triangle distingué canonique 

iîHom(r^,i ! L) — ► ifflom(^,L) — ► i?Hom(j*if, j*L) ^ . 

Or i*K G W D*&(X-U) et rL G W D>^{X-U), donc, d'après le point (i), RHom(i*K, i ! L) : 
0. 

(iv) Il suffit de traiter les cas de /* et Rf\, car ceux de f et Rf* en résultent par dualité. 
Pour tout k G {0, . . . , n}, on note i' k l'inclusion S k C Y et /fc : SJJ. — ► S"fc la restriction de 
/. Soit K G W D^(X). Pour tout fc G {0, . . . , n}, i' k *f*K = f k i* k K; i*K G w D^(S k ) 
par la définition de W D^-(X), donc, d'après le (iv) de la proposition 4.1.3, f k i k K G 
w D< a+d (S' k ). On a donc bien f*K G ™D^ ao+d >-> a " +d \Y). 

Soit K G u, D s *-(y). Fixons k G {0, . . . , n}. Comme S' k = / -1 (Sfc), le diagramme suivant 
est cartésien aux nilpotents près 




donc, d'après le théorème de changement de base propre, i k *Rf\K ~ Rf k \i' k *K. Or 
ï k K G w D^ a "(S' k ), donc, d'après le (iv) de la proposition 4.1.3, i%Rf\K ~ Rf k \ï h *K G 
«T)<ofc+d(5 fc ). On a donc bien G w D^ a ° +d '-^ +d \X). 

□ 

La proposition suivante est une reformulation de [BBD] 1.4.14 dans le cas particulier con- 
sidéré. 

Proposition 4.4.2 Soit a = (ao, . . . , a n ) G (ZU{±cx>}) n+1 . On note a' = (ao, ai + 1, . . . , a n + 1). 

AZors, pour fotii i^T G w D^ a °(U)r\ w D^ a °(U), w^j\K = w<^aRj*K est l'unique prolongement 
de K dans w D^n w D^'. 

En particulier, si K est pervers pur de poids a sur U, on a 

W^a,a+l,...,a+l)j\K = j\*K = W^ a Rj*K, 

et par dualité on obtient aussi 

W>aj\K = j,*K = t«<( ,a-l,...,a-l)-Ri*^- 

(On retrouve le résultat du théorème 4-1-4-) 



4.5 Quelques lemmes techniques 

Ce paragraphe contient quelques lemmes utilisés dans les preuves des résultats des parties 
4 et 5. 
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Lemme 4.5.1 Soient X un schéma séparé de type fini sur ¥ q et (S a ) une partition finie de 
X par des sous-schémas localement fermés. Pour tout a, on note i a : S a — > X l'inclusion. 
Alors, pour tout K G D^(X, Qg), on a 

(a) K G P D^° si et seulement si pour tout a, pour tout i ^ 1, on a p H l {i* a K) = ; 

(b) K G P D^° si et seulement si pour tout a, pour tout i ^ — 1, on a p H l {i a K) = 0. 

De plus, si U est un ouvert de X réunion de strates, si j : U — ► X est l'inclusion et si K 
est un faisceau pervers sur U, alors j\*K est l'unique prolongement L G D^(X,Qg) de K tel 
que : pour tout a tel que S a C X — U, on a 

f p H i (i* a L) = pouri ^ 
\ p H i {ï a L) = pouri ^ ' 

Démonstration. Il suffit de montrer (a), car (b) en résulte par dualité. D'après [BBD] 2.2.5, 
les i* sont t-exacts à droite, donc, si K G P D^°, on a bien p H l (i* a K) = pour tout a et pour 
i ^ 1. 

Réciproquement, soit K G D^(X, Qg) tel que pour tout a, pour tout i ^ 1, p H l (i* a K) = 0. 
On sait par [BBD] 2.2.12 qu'un complexe L est dans P D^° si et seulement si pour tout point 
x de X, notant i x : x — > X et dim(x) = dim({x}), on a H l {i* x L) = pour i < p(2dim(x)). 
On va utiliser cette caractérisation pour montrer que K G P D^°. Soit x un point de X, et soit 
a tel que x G S a . Comme S a est localement fermé dans X, {x}PiS a est ouvert dans {x}, donc 
dim({x] n S a ) = dim({x}) ({x} est irréductible), et dim(x) ne change pas si on considère x 
comme un point de S a . Comme par hypothèse i* a K G p D^°(S a ), on a bien H l (i* x K) = si 
i < p(2dim(x)). 

Montrons enfin la dernière assertion du lemme. U est un ouvert de X réunion de strates, 
j : U — > X est l'inclusion, K est un faisceau pervers sur U. D'après [BBD] 1.4.24 (qui 
s'applique par [BBD] 2.2.3 et 2.2.11), on a p H°(i*J u K) = pour tout a tel que S a C X - U. 
L'annulation des p H°(i a j\*K) s'en déduit par dualité. 

Soit L G Dç(X,Qg), muni d'un isomorphisme j*L ~ K, tel que, pour tout a tel que 
S a C X - U, on ait p H i {i* a L) = pour i > et p H i (r a L) = pour i ^ 0. D'après 
ce qui précède, on sait que L est pervers. En raisonnant par récurrence sur le cardinal de 
{a tq S a C X — U}, on se ramène au cas où X — U = S a est une strate. Notons i = i a . On 
a un triangle distingué 

iJ'L — ► L — ► Rj*j*L ~ Rj*K 

d'où une suite exacte 

p H\ijL) — ► P H°(L) = L — ► p H°(Rj*K). 

Comme u est t-exact ([BBD] 2.2.6), p H°(ijL) = ù p H°(vL) = 0, et le morphisme L — > 
p H°(Rj*K) est injectif. D'autre part, on a un triangle distingué 

j\j*L ~ j\K — > L — > iJ*L 

d'où une suite exacte 

p H°(j,K) — > L — > p H°(iJ*L) = ù p H°(i*L) = 0. 
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Le morphisme p H°(j\K) — ► L est donc surjectif, ce qui finit la démonstration. 

□ 

Lemme 4.5.2 Soient X un schéma de type fini lisse purement de dimension d sur un corps 
k de caractéristique ou fini et K G D b c (X, Q£). On suppose que les H l (K) sont lisses. Alors, 
pour tout i G Z, PH^K) = H*- d (K)[d\. 

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur le cardinal N(K) de 
{i G Z tq H\K) / 0}. 

Si N(K) = 1, on a K c± H l (K)[— i] pour un i G Z, donc i^T[î + d] est pervers, et 



p H j (K) = 



si j 7^ z + d 

IP(K)[d\ si j = i + d 



Soit tel que N(K) > 1, et supposons le résultat prouvé pour tous les L tels que 
N(L) < N(K). Soit i = max{k G Z tq H k (K) / 0}. Comme H^K^-i] est lisse, on a comme 
plus haut 

si j ^ i + d 

H\K)[d] si j = i + d ' 

D'autre part, d'après l'hypothèse de récurrence, on a 



p H j (H\K)[-i}) 



iJ J_d (K)[cZ] si j < i + d ' 
On conclut en utilisant la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle distingué 

r^-iK — ► t^K ~ if — > H\K)[-i] ^ . 

□ 
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5 Complexes pondérés sur les 
compactifications de Baily-Borel 



5.1 Complexes pondérés 

Dans cette section, on définit à l'aide des foncteurs w^a de 4.3 une famille de complexes 
sur la compactification de Baily-Borel, qu'on appellera complexes pondérés, et dont les com- 
plexes d'intersection sont des cas particuliers. Ces complexes pondérés sont des analogues en 
caractéristique finie des complexes pondérés définis sur M K (G, X)*(C) par Goresky, Harder 
et MacPherson dans [GHM]. 

Notation 5.1.1 Soient G un groupe algébrique surQ, À : G m — > G un cocaractère central, 
l un nombre premier ett£ZU {±00} . Pour tout V G RePG(QA> on note w^V (resp. w^ t V ) 
la plus grande sous-représentation de V sur laquelle le poids relativement à À est < t (resp. 
>t). 

Les foncteurs exacts u><j et w^t s 'étendent trivialement à la catégorie dérivée D b {Repç,^^) . 
Pour tout V G D b {RePG(Q e ))> on a 

V = w <t V © w >t V, 

et, pour tout i G Z, H*(w <t V) = w <t H' l {V) est de poids < t et IP(w^tV) = w^ t H' l {V) de 
poids ^ t. 

Lemme 5.1.2 Comme dans le paragraphe 2.1.4, on se place dans la situation suivante : 
L est un groupe algébrique connexe qui est produit quasi-direct de deux sous-groupes Gg et 
G, (G, X) est une donnée de Shimura pure telle que G^(Q) H G(Q) agisse trivialement sur 
X , Kl est un sous-groupe ouvert compact net de L(A^), et on note H = n L(Q)G(Aj), 
Ti = K^f] C ent^Q^X) . On se place sur les réductions modulo p des variétés, où le nombre 
premier p est comme dans le corollaire 3.4-2. On note d la dimension de M H / r< (G, X). Alors, 
pour tous V G D b (Rep MQe) ) et a G Z U {±00}, 

w^ H ^Rr(T e , V) = ^ u / r 'RT(T e ,w^ a V) 

w >a F H ^RT(r e , V) = F H ^Rr(Te,w <d - a V). 

Démonstration. Notons t = d - a, K = ^" H / r ^r(r £ , V), K\ = F n l Tl RT(Ti>,w^tV) et 
K 2 = T n/Tl RY{Y t , w <t V). Comme V = w <t V®w^ t V, on a K = Ki®K 2 . Il suffit de montrer 
que K x est dans w D^ a (M n / r '(G,X)) et K 2 dans w D >a (M n / T i(G, X)). M n / r ^(G,X) est 
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lisse et pour tout i G Z, H^K^ = F^Œ^T^w^V) et W{K 2 ) = F^Œ^T^w^V) sont 
lisses, donc, d'après le lemme 4.5.2, pour tout i G Z, p H l (K\) = H l ~ d (Ki)[d] et p H l (K2) = 
H*- d (K2)[dl. Soit i G Z. D'après le corollaire 3.4.2, Ip- d (Ki) est de poids ^ -t et H^^) 
est de poids > —t. On en déduit que p H l (K\) = iî î_d (^i)[(f| est de poids ^ — t + d = a et 
que P ^(K 2 ) = tf*- d (K2)M est de poids > -t + d = a. 

□ 

On se place maintenant dans la situation de la définition 3.5.3, c'est-à-dire que (G, X) est la 
donnée de Shimura de la section 1.2 et qu'on a inversé assez de nombres premiers pour avoir un 
modèle entier de la compactification de Baily-Borel possédant toutes les propriétés souhaita- 
bles. On travaille sur les réductions modulo p des variétés. On pose M* = M K (G,X)* , 
Mo = M K (G, X) et, pour tout r G {1, . . . , q}, on note M r l'union des strates de bord corre- 
spondant à (Q r ,3^r). Pour tout r G {0, . . . , q}, dim(M r ) = (p - r)(q - r). (M ,M 1 , . . .,M q ) 
est une stratification de M* (au sens de la définition 4.3.1) , et c'est toujours celle qu'on 
utilisera dans la suite. 

Définition 5.1.3 Soient ti,...,t q G Z U {±oo}. Pour tout r G {1, . . . , q}, on pose a r = 
—t r + (p — r)(q — r). On définit un joncteur additif triangulé 

W^'-^o : D\Rep Gm ) D b m (M K (G,Xy) 

de la manière suivante : pour tout m G Z, si V G D b (RepG(Q i )) est tel que H l {V) soit de 
poids m pour tout i G Z, alors 

W^-^(V) = w^_ m+pq ,_ m+ai __ m+aq) Rj^ K V. 

Définition 5.1.4 Soit V G RepG(Q e )- Comme M K (G, X) est de dimension pq, J-^V^pq] est 
un faisceau pervers sur M K (G, X). On pose 

IC K V = {j u (F K V[pq]))[-pq}. 

Proposition 5.1.5 

(1) Pour tous ti,...,t q G ZU{±oo} et pour tout V G D b (RepG(o e )), on a un isomorphisme 
canonique 

D(W^ tl '-^ t "(V)) ~ W> sl '-'> s «(V*)[2pq](pq), 

où D est le fondeur dualisant, V* = RRom(V, Qg) est la représentation duale de V et 
s r = 1 — t r + 2r(r — n) pour tout r G {1, ...,(/}. 

(2) Notons, pour tout r G {1, . . . , q}, t r = r(r — n) + 1 et s r = r(r — n). Alors, pour tout 
V G RepG(Q e ), on a des isomorphismes canoniques 

ic K v ~ w^ tl, -^ tq (y) w^ sl '-'^ Sq (v). 

Démonstration. 



66 



(1) On peut supposer que V G RePGOQA e * Q ue V est pure. Notons m le poids de V. V* 
est alors une représentation de G(Q^) de poids —m. On pose ao = —m + pq et, pour tout 
r G {1, . . . ,q}, a r = —(t r + m) + (p — r)(q — r). Alors 

W^'-^"(V)=w <{ao _ aq) Rj^ K V, 

donc 

D (W>H,..,>t q{y)) = w x _ a() __ aq) (j^ K V*[2pq}(pq)) 

= (wX-ao+2pq,...,-a q +2p q )jlf K V* ) [2 P q] (pq) . 

D'après la proposition 4.4.2, 

w X-ao+2pq,--a q +2pq)j\3 :K V* = W^ ao+ 2p q -a 1 +2pq-l,...-a q +2pq-l)Rj*3 :K V*. 

Notons bo = m + pq et, pour tout r G {1, . . . , q}, b r = —(s r — m) + (p — r)(q — r). Alors 
&0 = — oo + 2pq et, pour tout r G {1, . . . , q}, b r = —a r — 1 + 2pq. Donc 

D(W^-^(V)) = {w^ h0 _ hq) Rj^ K V*)[2pq]{pq) = W^-^(V*)[2pq](pq). 

(2) On peut supposer que V est pure. Soit m son poids. Le faisceau J rK V est lisse pur de 
poids —m sur Mo, qui est lisse de dimension pq, donc le seul faisceau de cohomologie 
perverse non nul de T K V est PH^^V = F K V\pq], qui est de poids —m + pq. D'après 
la proposition 4.4.2, 

IC K V[pq]=jU^ K V[pq}) = W^_ m+pq __ m+pq) Rj^ K V\pq] 

= w ^(-m+pq-m+pq-l,...-m+pq-l)Rj*J : V[ï«z]> 

donc 

^ ^ '^(—m+pq,...,—m+pq)Rj*3~ V ^^(— m-\-pq,— m+pq— 1,...,— m+pq— l)Rj*^ V- 

Pour conclure, il suffit de remarquer que, pour tout r G {1, . . . , q}, 

—t r — m + (p — r)(q — r) = —m + — 1 et — s r — m + (p — r)(g — r) = —m + pq. 

□ 



5.2 Restrictions des complexes pondérés aux strates 

On note S = G m .I p+q le centre déployé de G et, pour tout r G {1, . . . , q}, 



X 2 I r 
AJ p _ r | , A G G rr 











S r est le centre déployé de G r . On note Xr le caractère de S r défini par 
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X. 



On identifie X*(S r ) à Z en envoyant Xr sur 1, ce qui donne un ordre sur X*(S r ). 

Notation 5.2.1 Soient I C {1, . . . ,q} et V G Rep^jtQA, avec Lj = Pj/Nj (cf 1.5). 

Si (ti)i(zi G (ZU {±co}) 1 , on note 

V<h,iei 

le sous-espace vectoriel de V sur lequel, pour tout i £ I, Si agit par des caractères < t{. 
Comme les Si sont centraux dans L/ ; V^^iei est stable par L/(Q^). 
La définition ci-dessus s'étend trivialement aux complexes et donne un fondeur exact 

f D b (Rep Lim ) — D b (Re PLim ) 
1 V V <u , ieI 

On définit de même V^ti,iei- 

On se place dans la situation de la définition 5.1.3. 

On utilisera les notations suivantes (qui sont celles de 1.5) : Soit S C {!,... ,q} non vide. 
On pose 

p* = n p- 

ses 

C'est un sous-groupe parabolique standard de G, dont on note N5 le radical unipotent et 
L5 = P5/N5 le quotient de Levi. Soit r = max(S). Rappelons (voir la section 1.4) qu'on 
a trois sous-groupes distingués , L^,r et G r = Q r /N r de L r tels que G r et Ly r soient 
d'intersection triviale, que L r soit produit quasi-direct de L^ r et G r , que L^ r et \J ( r soient 
égaux si 1 ^ r < q, et que = U t x SU(p — q). 

On a Q r C P5 C P r , donc P,s/N r est produit quasi-direct de G r et d'un sous-groupe 
parabolique P^s de L^ r . On note 5 le sous-groupe parabolique correspondant de L^ r , et 
li£ t s et s les quotients de Levi respectifs de P^g et P' iS - On a ~L' £ s = L^g si g g" S*, et 

L ^ = L 'i,s x SU (P - si g G S". 
Pour tout g G G (A/), on pose 

H 3 ,5 = n P 5 (Q)Q r (A/) = ^K^ 1 n P^ 5 (Q)Q r (A / ) 

H s/ ,5 = gKg- 1 n Cent Psm {X r )N r (A f ) = gKg' 1 n Pj >s (Q)N r (A / ) 

K 9 ,s = H fljS /H g ^ jS 

r s ,5 = H^s/foKs- 1 n N 5 (Q)N r (A / )) = (^K^ 1 n P^(Q)N 5 (A / ))/( 5 K 5 - 1 n N S (A / )). 

K 3i 5 s'identifie à un sous-groupe ouvert compact net de G r (A/), et T 5i s à un sous-groupe 
arithmétique net de L' e S (Q) (ou de L^g(Q)). 

Théorème 5.2.2 Soient ti, . . . , t q G Z et V G D b (Rep G ( Qi) ). On suppose que tous les H l (V) 
sont purs de même poids m £ Z. On fixe r G {1, . . . , q} et g £ G(Aj), et on note i l'inclusion 
de la strate M K f.M (G r , X r ) dans M K (G, X). Alors 
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^ {r} ( E E [^ilVsuiJ- 1 ^^^ (r^,5uw,«r(L î e(N 5u{r} ),y)^ +m , <ts+m , se5 ) 

\ s iei s 

où S parcourt l'ensemble des sous-ensembles de {1, ... , r—1}, et, pour tout S C {1, . . . , r — 1} ; 
on choisit un système de représentants (pi)i£i s du double quotient 
P5uw(Q)Qr(A / )\P r (Q)Q r (A / VH fliW .^ 

Supposons que V est concentré en degré 0. Alors, si t s = s(s — n) pour tout s G {1, ... , q}, 
ou si t s = s(s — n) + 1 pour tout s G {1, . . . , q}, on a IC K V = W^ tl, '"'^ tq (V) (proposition 
5.1.5 (2)). On obtient donc en particulier une formule pour [i*IC K V]. 

Démonstration. Le théorème résulte du théorème 4.3.5, de la proposition ci-dessous, et du 
(ii) de la proposition 2.1.3.14 (qui permet de remplacer les images directes par des induites). 

□ 

Rappelons qu'on a noté, pour tout r G {!,..., q}, M r l'union des strates de bord de 
M K (G, X)* associées à (Q r ,y r ). On note i r l'inclusion de M r dans M K (G, X)* . 

Proposition 5.2.3 Soient n, . . . , r c G {1, . . . , q} tels que r\ < ■ ■ ■ < r c , ai, . . . , a c G Z U 

{±oo} ; V G D b (RepG(Q e j) , r G {r c , . . . , q} et g G G(Aj). Pour tout i G {1, . . . , c}, on pose 
U = -ai + (p — ri)(q - r;). On note 

L = Ri rc *W >ac i* c ■ ■ ■ Rir 1 *W > a 1 ir 1 Rj*J 7K V 

et i l'inclusion de la strate M K 9-M (G r , X r ) dans M K (G, X)* . Soit 

S = {n, . . . ,r c ,r}. 
Alors on a un isomorphisme canonique 

i*L~Ç$L c 

c 

où C parcourt l'ensemble des doubles classes de Ps(Q)Q r (Aj) \ P r (Q)Q r (Aj)/H 9i { r } ; et de 
plus, si b G P r (Q)Q r (Aj) est un représentant de la double classe C, on a un isomorphisme 

L c ~ T b ^ K ^RT(T b ^s,Rr(Lie(N s ),V) <tl ,..., <tc ). 

Démonstration. Si r > r c , on pose d = c + 1, = r, ad = — oo et td = +oo ; si r = r c , on 
pose d = c. 

On raisonne par récurrence sur d. 

Si d = 1, le résultat cherché est une conséquence immédiate du théorème de Pink et du 
lemme 5.1.2. 
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Supposons donc d ^ 2, et supposons le résultat prouvé pour tout 1 ^ d! < d. On note 

S' = { ri ,...,r d ^} = S-{r}. 

Calculons d'abord 

M = i* Rir d _ 1 *W>a d _ 1 ir d _ 1 ■ ■ ■ Riri*W>a 1 i* 1 R 3*^' K ( V )- 

Pour tout h G G(A/), soit i h l'inclusion de M Kfe ' {r d-i> (G rd _ 1 , X rd _^) dans M K (G, X)* . Le 
complexe N = Rir d _ 1 *w >ad _ 1 i* d _ 1 • • • ^ri* - w>aiî* 1 -Ri*^ rK (V r ) est égal à 

RihJ* h N, 

^6Pr d _ 1 (Q)Qr d _ 1 (A / )\G(A / )/K 

donc on a 

M = i*Ri h *i* h N. 

^6Pr d _! (Q)Qr d _! {A f )\G(,\ f )/K 

Soit /i G G(Aj). D'après l'hypothèse de récurrence, on a un isomorphisme 

c 

où C parcourt l'ensemble des doubles classes dans P5/(Q)Q r - d _ 1 (Aj) \ G(Aj)/K, et, si b est 
un représentant de C, 

N c , ~ T b *J rKbh ' s ' RT (T bhtS ' , RT(Lie(N s > ) , V") < tl ,. . .,<t d _ j ) ■ 

Fixons b G P rd _ 1 (Q)Q rd _ 1 (A^) et calculons 

On définit X par le carré cartésien suivant : 

X M*W' (G rd _ x , ^.J* 

M K «.M (G r , * r ) M Kh -^-i>(G rd _ 1 ,A' rd _ 1 ) 

où M K ' i - {r d-i>(G rd _ 1 ,A' rd _ 1 ) est l'adhérence de M K/! ' { ^-i } (G rd _ 1 , A^J dans M K (G,X)*. 
Alors on a 

X ~\\M Kq i bh > s {G r ,X r ), 

et le morphisme X — ► M^-M (G r , X r ) est UT g ., avec (qj)jeJ un système fini (éventuellement 
vide) de représentants pour une certaine relation d'équivalence sur P r (Q)Q r (Aj), qu'on 
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précisera plus tard. Soit q G P r (Q)Q r (A^), et calculons la restriction à la strate M K i bh - s (G r , X r ) 
de M K bh,s> (G rd _ i; X rd _J* du complexe 

Notons R le sous-groupe parabolique de G rd _ 1 correspondant à P r , c'est-à-dire 

R = (Q rd _ 1 n P^/Nj.^. Soient N R = N s /N s > le radical unipotent de R, (Q R ,y) la 

composante rationnelle de bord de (G rd _ 1 ,- ; f rd _ 1 ) associée à R. On a (Q/?, 3^)/N^ = (G r , X r ), 

et la partie linéaire R^ de R/Nr est telle que L^g = L^g/ x R^. de plus, on vérifie facilement 

que 

(qK^q- 1 H K(Q)Q R (A f ))/(qK bh ^q- 1 n R,(Q)N i? (A / )) = K qbhiS , 
et que le sous-groupe arithmétique net 

T = (qK^q- 1 nK e (Q)N R (A f ))/(qK bh ^q^ nN R (A f )) 

de R^(Q) s'identifie à 

Fqbh,s/Tbh,S'- 

D'autre part, comme l'action de S n , . . . , S rd _ 1 sur N R est triviale, on a 

i?r(Lie(N iï ),iîr(Li e (N5^y)<t 1 ,...,< td _J)^ J Rr(Lze(N5),F) <tli ..., <td _ 1 . 

Finalement, en utilisant le théorème de Pink, on voit que la restriction de V à M K i bh < s (G r , X r ) 
est isomorphe à 

F K ^RT{T qbh , s , RT(LieÇNs), V)<ti,-,<*ei-i)- 
Il reste à compter les diagrammes 

m^ks (G r , x r ) M K bh, S ' (G rd _ 1 , ;r r )* 

M K «.M (G r , X r ) M Kh ^-i>(G rd _ 1 ,^ rd _ 1 ) 

modulo une relation d'équivalence convenable. C'est ce qui a été fait dans la proposition 1.5.2. 
La conclusion de cette proposition, combinée avec les calculs ci-dessus, montre que, si (6j)j 6 / 
est un système de représentants du double quotient Pg(Q)Q r (Â/) \ P r (Q)Q r (Âj)/H 9 { r }, on 
a un isomorphisme 

i* M ~ 0r M ^ K M^ jR r(r M , 5 ,iîr(Li e (N s ),F) <tli ... i<td _ 1 )). 

Le résultat cherché résulte alors du lemme 5.1.2. 

□ 

Remarque 5.2.4 Nous pouvons maintenant rendre plus explicite le rapport entre les com- 
plexes pondérés définis ici et ceux de [GHM]. Soient t±,...,t q G Z U {±00} et V une 
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représentation algébrique de G, qu'on suppose pure de poids pour simplifier. Pour tout 
r G {1, . . . , q}, on note a r = —t r + (p — r)(q — r). Alors, d'après le théorème 4.3.5, on a une 
égalité dans le groupe de Grothendieck de D^ n (M K (G, X)*,Qe) 

[w >tu...^t qvm] = ^2 (-iy[Ri rc * w>a j; c ...Ri ri *w >a x 1 Rj*F K vm]- 

l^.ri<--<r c ^q 

Or, d'après le calcul explicite des 

L ri ,...,r c = Rir c *W >ar Jr c ■ ■ ■ Rlr^W^^Rj^J^V (<Q>l) 

qui a été fait dans la proposition ci-dessus, il existe une manière naturelle de relever ces com- 
plexes en des complexes sur un modèle entier M^(G, X)*, qu'on notera encore L r i,...,r c - No- 
tons L n> ... >rc (C) le complexe de faisceaux de Q^-espaces vectoriels sur M K (G, X)*(C) déduit 
du complexe £ri,...,r c sur M^(G,X)* . Alors la somme alternée 

£ (-l) C [^,...,r e (C)] 
l^ri<---<r c ^ç 

est égale à la classe (dans le groupe de Grothendieck de la catégorie dérivée de la catégorie 
des faisceaux de Q^-espaces vectoriels sur M K (G, X)* (C)) de l'image directe par le morphisme 
canonique de la compactification de Borel-Serre réductive de M K (G, X)(C) sur M K (G, X)* (C) 
du complexe pondéré de [GHM] associé au profil de poids (ti, . . . , t q ) et à coefficients dans V. 

5.3 La formule des traces 

5.3.1 Rappels sur un théorème de Kottwitz 

Commençons par fixer quelques notations. 

Notation 5.3.1.1 Soient p / £ deux nombres premiers, q = p k une puissance de p, ¥ p C ¥ q 
les corps finis à p et q éléments, F une clôture algébrique de ¥ q et X un schéma de type 
fini sur ¥ q . On note F l'endomorphisme de Frobenius de X, qui est l'identité sur l'espace 
topologique sous-jacent et l'élévation à la puissance q sur les sections du faisceau structural. 
Sur X(¥), F agit comme la substitution de Frobenius (p : x i — > x q , donc X(¥) F = X(¥ q ). 
Considérons maintenant K G Dç(X,Qg). On a alors une correspondance de Frobenius 

F* : F*K -^U K, 

d'où un endomorphisme 

F* : H\', { X . I\ ; — ► RT C (X F ,K ¥ ), 
qui est l'inverse de l'endomorphisme que ip induit par transport de structure. On note 
Tr(F*,RT c (X ¥ ,K ¥ ))=Y,(-^) i Tr(F*,H l c (X ¥ ,K ¥ )). 
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Soient x un point fermé de X et n = [k(x) : ¥ q ]. Si x est un point géométrique de X(¥) 
localisé en x, c'est un point fixe de F n , et on note F* l'endomorphisme de K x induit par F n . 
La classe d'isomorphisme du couple (K X ,F*) ne dépend pas du choix de x, donc la trace 

Tr{F* x ,K^) = Y,(-l)*Tr(F:,H\Kh) 

ne dépend que de x ; on la note Tr(F*,K x ). 

Nous allons énoncer le résultat principal de l'article [K2] pour la donnée de Shimura (G, X) 
de la section 1.2, dans le cas particulier où la correspondance de Hecke considérée est l'identité 
(c'est-à-dire où, avec les notations de [K2], g = 1). 

Théorème 5.3.1.2 On se place dans la situation de la section 3.1 : (K, S) est comme 
dans la définition 3.1.2.1, p est un nombre premier tel que p G" S, et on s'intéresse à la 
réduction modulo p de (G, X), qu'on notera M K (G, X) ou simplement M. En particulier, 
K = K 0iP K p , avec K p C G(Aj). Soient l G S et V G D b {Rep Gm ). On note K = F K V . 
Alors, pour tout j G N*, 

Tr{F* x ,K x )= Y, c( 7 o;7^)O 7 (/ p )TO 5 (0)Tr( 7o ,y). 

xeM(¥) FJ (7o;7,<5) 

□ 

Il faut encore expliquer toutes les notations. Rappelons qu'on a fixé une injection E — > Q p . 
On note p l'idéal premier de Oe au-dessus de p déterminé par cette injection, L l'extension non 
ramifiée de degré j de E p , Q™ r l'extension non ramifiée maximale de Q p et a G Ga/(Q™ r /Q p ) 
l'élément correspondant au Frobenius arithmétique x i — > x p de ¥. 

Dans la somme, le triplet (70; 7, à) parcourt un système de représentants des classes d'équivalence 
de triplets formés de 70 G G(Q) semi-simple elliptique dans G (M), de 7 = (7^) G G(A^) et 
de ô G G(L) vérifiant les conditions de [Kl] 2 (en particulier, pour toute place v 7^ p, 00 de Q, 
70 et 7^ sont conjugués sous G(Q„), et 70 et Nô sont conjugués sous G(Q p ), où NS G G(Q P ) 
est la norme de ô, définie par Nô = ô.a(ô) . . . a d ~ l {5), avec d = [L : Q p ]), et tels que 

a(7o;7,£) = 1, 

où a est défini dans [Kl] 2, pour la relation d'équivalence suivante : deux triplets (70; 7, S) 
et (7q;7',<5') sont équivalents si et seulement si 70 et j' sont conjugués sous G(Q), 7 et 7' 
sont conjugués sous G(A^) et ô et ô' sont cr-conjugués sous G(L) (c'est-à-dire qu'il existe 
x G G(L) tel que S' = x5o-{x)~ l ). 

Rappelons qu'on a fixé un O^-réseau autodual A = O p E +q de E p+q . On note K le stabil- 
isateur dans G(L) du réseau A ®ï Ol- 

Soit (70; 7, 5) un triplet comme ci-dessus. 

On note Iq le centralisateur de 70 dans G. Dans [Kl] 3, Kottwitz montre qu'il existe une 
forme intérieure / de Iq telle que /(A^) soit le centralisateur de 7 dans G(A^) et /(Qp) le 
centralisateur tordu de ô dans G(L) (c'est-à-dire l'ensemble des x G G(L) tels que xô = 
ôa(x)). 
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On pose 

c( l0 ;-f,ô)=vol(I(Q)\I(A f )). 

(La définition de Kottwitz est c(7 ;7,<5) = vol{I{Q)\I{k f )).card{ker(ker l (Q, I ) -> feer 1 (Q,G))), 
mais ici, jfeer^Q, G) = {1} d'après [Sh] 5.8). 

On choisit des mesures de Haar dy et dx sur I(Â^) \ G(A^) et I(Q P ) \ G(L). Si g est ^ sont 
des fonctions localement constantes à support compact sur /(A^) \ G(A^) et 7(Q P ) \ G(L), 
on pose 

7 {g) = / g{y' l iv)dy 

J I{à? f )\G(à? f ) 

TOs(^j) = [ ^(x^ôaix^dx. 

Jl(Q p )\G(L) 

On note 



uo^(KP) 

1 K aK 



^ «OÎ(Ko) ' 

Il reste à expliquer qui est a (cf la fin de [Kl] 3). On a défini dans 2.1.1 un morphisme 

h r : G m ,c — ► Gc 

(noté Hh dans [Kl], où L est noté F et F est noté E 1 ). Il est conjugué par G(C) au morphisme 

L'image de /i arrive dans Te, où T est le sous-tore déployé sur Ol maximal du tore diagonal 
de GU(p,g), donc on peut prendre 

a = M^l 1 )' 

où wl est une uniformisante de Ol- 

Remarque 5.3.1.3 Le sous-groupe compact ouvert K de G(Aj) n'intervient que dans 
l'intégrale orbitale 7 (/ p ). 



5.3.2 Formule des traces pour certains tronqués 

On se place dans la situation du paragraphe précédent. Le but est maintenant d'écrire la 
formule des traces pour les complexes -Rîr c *^>a c ^* c • • • Rin* w >ai 

La proposition suivante va nous permettre d'utiliser le théorème 5.3.1.2. 

Proposition 5.3.2.1 Soient S C {1, . . . , r}, r = max(S), g G G(A/) ; a G P r (Q)Q r (A/) et 
W G D b (Rep- Ls (Q e - ) ). On note comme ci-dessus 

K g ,s = ((ag)K(ag)- 1 n P 5 (Q)Qr(A / ))/((a(/)K(a 5 )- 1 n (N 5 Q r )(A / )), 
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et soit 

K g ,s = (H)K(a 5 )- 1 nN 5 (Q)Q r (A / ))/((a 5 )K(a 5 )- 1 nN 5 (Q)N r (A / )) 
= ((ag)K(ag)- 1 n (N 5 Q r )(A / ))/((a 5 )K(a 5 )- 1 n N S (A / )). 

On a un revêtement étale fini 

T a : M' = M Ka ^ s {G r ,X r ) — > M = M K »--t r > (G r , X r ), 

et on pose 

on a un revêtement étale fini 

V. : M — ► M'. 

Enfin, on note 

K = F K ^RT{T ag:S ,W)- 

T%K est canoniquement isomorphe à T a s>< s RT(r agi s, W) ( avec K° 9 s agissant sur RT(T agi s, W) 
via la représentation de G r (Q£) dans ce complexe). 
Alors, pour tout j £ N* , on a 

£ Tr(F*,(T a ,K) x ) = w U— Tr(F*,(TÏK) x ). 

xeM(V) Fi ' a9 ' xeM°(F)^ 

Démonstration. Comme T a : M' — ► M est propre, on a pour tout j G N* 

^2 x eM { wr Tr ( F xdTp*K) x ) = Tr(FJ*,RT c (M ¥ ,(T a *K) ¥ )) 

= Tr(Fj*,RT c (M>,K F )) 

= ^2 x eM'{¥) Fj Tr ( F xi K x) 

La proposition résulte alors du lemme suivant, appliqué à G r C P5/N5. 

□ 

Lemme 5.3.2.2 On se place dans la situation de la définition 2.1.4-6, avec N = : on a donc 
G, Gi C L, une donnée de Shimura (G,X), un sous-groupe compact ouvert net Kl C L(Ay) 
etW £ D b (Rep L (Q e )). Notons 

K = K L nG(A/) 

K' = H/r, = (K L n L(Q)G(A / ))/(K L n G e (Q)). 

K s'envoie injectivement dans K' , et son image est distinguée d'indice fini égal au cardinal de 
H/KIY On notera aussi [K' : K] cet indice. K' agit sur RT(Te, W) via l'action de H, comme 
le quotient H/T^, et K agit sur RT(Te,W) comme sous-groupe de G(Af), qui agit lui-même 
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sur Rr(Fe, W) parce qu'il commute avec Tg. On se place toujours sur les réductions modulo 
un nombre premier p assez grand. Alors, pour tout j G N*, 

Tr(F:,T K 'Rr(r e ,W)) = —^— Y, Tr(F* x ,^ K RT(T e ,W)). 

îeM E / r ((G,a;)(F) w ' x<=m k (g,x)(f) f: > 



Démonstration. Fixons j G N*, et notons X = M(G,X), X' = M H / Te (G,X), X = 
M K (G, X). On a un diagramme commutatif 



X 




où <p et ip' sont les revêtements évidents, ip est un revêtement étale galoisien profini de groupe 
K, et ip' est un revêtement étale galoisien profini de groupe K'. Soit x' G X'(¥) FJ , et soit 
y G X(¥) tel que x' = (p'(y). Comme x' est stable par F 3 , on peut écrire F J (y) = y.k, avec 
k £ K' (uniquement déterminé). On a deux possibilités : 

(1) x' est l'image par ï\ d'un élément de X(F) FJ , ce qui revient à demander que k soit 
dans K. Alors les [K' : K] pré-images de x' par T\ sont dans X(¥) F3 (ce sont les ip(y.l), 
pour / G K'/K). De plus, comme F^RT(T t , W) ~ T^ K ' RT(F e , W), pour tout x G X(F) 
tel que T\{x) = x', on a 

Tr(F*, .F K .ffr(r<, W)) = Tr(F* l ,J 7K 'RT(Te, W)). 

On en déduit que 

Tr(F*„f K 'Rr(T e ,W)) = Y, Tr(F*,T K RT(F e ,W)). 

xeX{¥) F \T 1 (x)=x' 

(2) x 1 n'est pas l'image d'un élément de X(¥) F3 , ce qui revient à demander que k K. 
Nous allons montrer que dans ce cas 

Tr(F:„F K 'Rr(T e ,W)) = 0, 

ce qui finira la preuve du lemme. On choisit h G H = n L(Q)G(Âj) tel que hTi = k. 
Comme k K, h n'est pas dans T(K. D'après la proposition 2.1.3.13, on a 

Tr(F;„ T K 'RT(T e , W)) = Tr(k, RT{F e , W)) = Tr{h, RT{F e , W)). 

Il suffit d'appliquer le lemme ci-dessous. 

□ 



Lemme 5.3.2.3 Soient L un groupe réductif connexe, G, Ge deux sous- groupes réductifs 
de L tels que L soit produit quasi-direct de G et Gi et Kl un sous-groupe ouvert compact 
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net de L(Aj). On suppose qu'il existe un sous-groupe distingué G' e C Gi et un sous-groupe 
G' C L qui contient G comme un sous-groupe distingué tels que Gi/G'^ et G'/G soient 
de type compact et que L soit produit direct de G' t et G'. On note H = Kl n L(Q)G(Aj), 
Ti = Kl n G^(Q) etK = Kl n G(A/). Ff, K et F(K sont des sous-groupes distingués de H. 
Pour tout W G D b (Rep MQe) ), pour tout h G H, si h G" T(K, alors 

Tr(h,RT(T e ,W)) = 0. 



Démonstration. Comme K L est net, H = K L n G^(Q)G(A / ) = K L n G^(Q)G(A / ) et 
= G^(Q) flKi. Notons F' e le projeté de H sur G^(Q). C'est un sous-groupe arithmétique 
net de G^(Q) qui contient Fi comme sous-groupe distingué. 

Soient h G H — I^K et W G D b (Rep^Q^) . On peut supposer que W G Rep-^^y On écrit 
h = j.g, avec 7 G G^(Q) et g £ G(A/). Comme /i G" I>K, on a 7 G F' e - F e . 

Comme L est produit direct de G' e et G', la représentation W de L(Q>£) est somme directe 
de représentations de la forme W\ (g> W 2 , avec W\ une représentation de G^(Q^) et W 2 une 
représentation de G'(Q^) ; pour une telle représentation W\ (g) W 2 , on a 

#r(I>, Wi ® VF 2 ) = RF(F e , Wi) <g w 2 , 

et 

Tr(/i, ffî\I>, Wi ® W 2 )) = Tr( 7 , ffl\I>, Wi)).Tr(^, W 2 ). 
Il suffit donc de prouver l'énoncé suivant : pour toute représentation W\ de G^(Q^), on a 

Tr( 7 ,RF(F e ,W 1 )) = 

Soit y l'espace symétrique du groupe G' e . Il a une compactification de Borel-Serre partielle 
Y , sur laquelle tout sous-groupe arithmétique de G' e (Q) agit proprement, et telle que 
Ti \ Y soit la compactification de Borel-Serre de l'espace localement symétrique 1^ \ Y 
([BS] 9.3). Notons j :Tg\Y — ► Fe \ Y l'immersion ouverte. Comme 7 normalise 1^, on a 
une correspondance de Hecke 

c 7 = (T 7 -i ,T 1 ):T e \Y BS xF e \ Y~ BS — F e \ Y BS . 

Soit W\ une représentation de G^(Q^). On peut lui associer un faisceau de Q^-espaces vecto- 
riels T = T Vl W\ sur r> \ Y vérifiant 

RF(F e \Y,f) = RT{Fi \ Y BS ', Rj*F) = RF{F e , W{), 

et la correspondance c 7 se relève en une correspondance cohomologique 

■u 7 : T^-iRj^J 7 — ► T x Rj*T = Rj*T 

telle que 

Tr(u 7 , RT(T e \ Y BS , Rj*T)) = Tr( 7 , RF(F e , W x )). 
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Pour montrer que Tr(7, RT(F(, W\)) = 0, il suffit donc, d'après la formule des traces de 



Lefschetz, de montrer que la correspondance de Hecke c 7 n'a pas de points fixes dans Tg\Y 



Supposons que c 7 a un point fixe. Il existe alors y G Y et 5 G T$ tels que 7.7/ = ô.y, c'est- 

à-dire (5~ lr )).y = y. Comme G^(Q) agit proprement sur Y , <5 _1 7 est d'ordre fini; or 5 _1 7 
est un élément du sous-groupe arithmétique net T' £ de G^(Q), donc (5 _1 7 = 1, et 7 = S G Te, 
ce qui contredit l'hypothèse. 

□ 



Corollaire 5.3.2.4 Soient n, . . . , r c G {1, . . . , q} tels que 77 < • • • < r c , a±, . . . ,a c G ZU 

{±00} et V G D b (RepG(iQ^). On note 

U = + (p-ri)(q - n) 

pour tout i G {1, . . . , c} et 

L = Ri rc *w >a J* rc . . . Ri riif w >ai i* ri Rj*J : ' K V. 

Enfin, soit j G N*. Alors 

q 

Tr(F^,RT(M K (G,X) ¥ ,L ¥ )) = £ T„ 

s=r c 

avec, pour tout s G {r c , . . . , q}, T s défini par 

T s = c( 7 o;7^)x(Lb) T ^(4 ) ) rr ^^ r ( Lie ( N ^' y )<* ll ---'<* C ) 

(■yo;i,S)eC Sij 

J20 7 (f gi )vol {(gtKg- 1 nP s (A f ))/(g t Kg^ n (G' S N S )(A / )))- 1 , 
iei 

où 

• S = {n, . . . ,r c , s}. 

• C s j est l'ensemble d'indices du théorème 5.3.1.2 pour le groupe G s ; si (70; 7, S) G C s j, 
c(7o;7, ô), O y et TOg((f>^) ont la même signification que dans l'énoncé du théorème 
5.3.1.2; 

• (,9i)iei es t un système de représentants de Ps(Aj) \ G(Aj)/K dans G(A^) ; 

• pour tout i £ I, 

_ 1 (g % Kvg7 1 nNg (Q)Q „ (A p f ))/( gi Kv g ~ 1 nN s (Q)N , (A*)) 

9% ~ voldgiKPgr 1 n N s (®)Q s (A p f ))/(g t KPg7 l n N s (Q)N s (Ap)) ! 

• pour un groupe réductifH, x(H) est défini dans [GKM] 7.10 : c'est un réel qui dépend du 
choix d'une mesure de Haar sur H(Aj) et qui est tel que, si Xh est l'espace symétrique 
de H et K# est un sous-groupe ouvert compact de H(Aj), 

X (H(Q) \ (X H x H(A / )/K H )) = x^-vol^n)' 1 . 
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(Les diverses mesure de Haar utilisées plus haut doivent bien sûr être choisies de manière 
compatible.) 



Démonstration. Rappelons que, pour tout s £ {0, ... ,q}, M s est l'union des strates de bord 
de M K (G, X)* associées à (Q s ,y s ) et i s est l'inclusion de M s dans M K (G, X)* . On sait que 
L est à support dans l'union des M s , avec r c ^ s ^ q, donc, d'après SGA 4 1/2 Rapport 3.2, 
on a 



Tr(F3*,RT(M K (G,Xy ¥ ,L ¥ )) = £ T s , 



ou 



xeM s (¥) F:i 

Fixons s G {r c ,...,q}. Les propositions 5.2.3 et 5.3.2.1 impliquent le résultat suivant : 
si (gi)i£i est un système de représentants de P s (Q)Q s (Aj) \ G(Aj)/K, et si, pour tout 
i G I, (pij)j ( zj i est un système de représentants de Ps(Q)Q s (Aj) \ P s (Q)Q s (Aj) / {giKg^ 1 n 
P S (Q)Q S (A/)), alors 

OÙ 

L^=jr K ^ 9 ^ jR r(r pi . gi> 5, J Rr(Lz e (N 5 ),y)<t 1 ,...,<t c ). 
Rappelons que, pour tout g G G(A/), 

K 9i5 = (gKg' 1 nP 5 (Q)Q s (A / ))/( fl K 5 - 1 nP <iS (Q)N,(A / )) 

K° j5 = (sK^T 1 nN 5 (Q)Q s (A / ))/( 5 K 5 - 1 n N 5 (Q)N S (A / )) 

r Si5 = (srQT 1 nP,, 5 (Q)N s (A / ))/( 5 K^ 1 nN 5 (Q)N s (A / )). 

On voit facilement que (pijg^içijçji est un système de représentants de 

Ps(Q)Qs(A/) \ G(Aj)/K, donc la formule ci-dessus se réécrit, en changeant les notations : 

Soit (gi)iei un système de représentants de Ps(Q)Q s (A/) \ G(A/)/K. Alors 

r ' = E |K 9 -K° 1 S ^,4), 

OÙ 

L* = F K «SKr(T g , s , RT(Lie(N s ), V) <tl ,..., <tc ). 
On utilise ensuite le théorème de Kottwitz (5.3.1.2). Il implique que, pour tout i £ I, 

£ ï>(f*,4) = 

ieM K 9.> s (F) w 
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Y c(7o;7^)0 7 (/ 9 jT0 5 (4 s) )Tr( 7 o, J Rr(r, iiS , J Rr(Lie(N 5 ),y) <tl ,..., <tc )). 

(io;i,S)eC 3 , s s 

Comme 

Tr( 7o , RT(T gi , s , KT(Lie(N s ), V) <tl ,... t<tc )) = X (r 9l ,s)Tr(RT(Lie(N s ), V) <tl ,..., <tc ) 

et que ni 0(70; 7, S) ni TOs{4>f > ) ne dépendent de <?j, on obtient 
T s = Y <wi,6)TO s {<j>f)x 

(7o;7,<5) 

Tr( 7o , itT(L îe (N 5 ), V) <tl < tc ) £ 1 —— x (T gi , s )0 1 (f gi ). 

Notons, pour tout 5 G G(Af), 

= (gKg' 1 nP s (Q)Q s (A / ))/( 5 K^ 1 n N 5 (Q)Q S (A / )). 
Alors, pour tout 5 G G (A/), 

[K Si5 : K° ;S ] = [r° i5 : r g , 5 ], 

donc 

rx(r g ,s) = x(r°, 5 ). 



Changeons de notation, et notons (gi)iei un système de représentants dans G(A^) de 
Ps(A/)\G(A/)/K. Pour tout i G /, soit (pij)jeJ t un système de représentants dans P^s(A/) 
de 

P S (Q)Q S (A / ) \ P 5 (A / )/(^K 5 - 1 n P 5 (A / )) = L' ttS (Q) \ L' ttS (A f )/K giAS , 

où 

K giAS = ( 9l Kgr 1 n Ps^f))/^' 1 n (G' S N S )(A / )). 

Alors {pijgi)iei,jeJ l est un système de représentants de Ps(Q)Q s (Aj) \ G(Aj)/K, donc, 
d'après les calculs ci-dessus, 

<ti,...,<t c ) E E ^(^Pi39i,5 , )^ ) 7(/pij9i)- 

(7o;7,<5) »6J ie^i 

Pour tous g G G(Aj) et p G Pt,s( A f)> K g,s = K ° P g,s> donc °7(/ff) = °iUpg)- 0n en déduit 
que 

Y E w = E °7(/«) E x(r^«)- 

ie/ je Ji «e/ je./; 

Soit A^s l'espace symétrique de s . Fixons i e I. Alors 

L^ >5 (Q) \ (X t ,s x L^A,)/!^. />s ) = ]J r° pi . guS \ X e , s , 
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donc 

E X(r° pij9i ,s) = x(Hs(Q) \ (X t ,s x L e ,s(A f )/K gi ,e, s )) = x (L^)^Z(K ffi ,,, 5 )- 1 . 

□ 

5.3.3 Formule des traces pour un complexe pondéré 

Théorème 5.3.3.1 On utilise les notations du corollaire 5.3.2.4- 

Soient t\, . . . ,t q G ZU {±00} et F G D b (Rep G ^). Alors, pour tout j G N*, 

Tr(F j *,RT(M K (G, X)£, W^-^{V) V )) = 

E E c (™ 7, <5)x(L £ , s )TO 5 (^ ma:E(5)) )rr( 70 , M\L* e (N 5 ), F)^, s6 s) 

Sc{i,...,?} (7o;7.<5)eC ma:c (5 )ij 

£ o 7 (/ fl >oZ ((^r 1 n p 5 (A / ))/( 5î K 5 r 1 n (g' s n 5 )(a / )))- 1 , 

avec la convention max(0) = 0, et où (gi)i£i s est un système de représentants du double 
quotient P S (A/) \ G(A/)/K dans G(A p f ). 

Remarque 5.3.3.2 La somme sur les S C {1, ... , q} est en fait une somme sur les sous- 
groupes paraboliques standard de G. Le terme pour 5 = 0, c'est-à-dire le terme correspondant 
à G, est celui qui apparaît dans le théorème 5.3.1.2. 

Démonstration du théorème. Le théorème résulte directement de la définition des complexes 
pondérés, du corollaire 5.3.2.4, du théorème 4.3.5 et du fait que, pour tout S C {1, . . . , q} et 
pour tout 70 G G S (Q), 

Tr( l0 ,RF(Lie(Ns),Vh ts , se s) = ^ (-l) car ^Tr( 7o , J Rr(Lie(N 5 ), y) <tj jeJ ). 

Jcs 

□ 
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